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Abstract: In this article, a robust positive control is proposed to estabilize a family of nonlinear positive systems. Sufficient
conditions are provided for stabilization by sliding modes, which entails the robustness of the feedback system. The construction
of a stabilizing line with sliding dynamics is detailed. The feasibility of the stabilization method is illustrated by studying a two-
dimensional Lotka-Volterra mutualistic system where the sliding conditions, the construction of the segment of the stabilizing
line and the robustness of the bounded positive control are shown.

Keywords: system stabilization, positive systems, sliding mode, mutualistic system.

1. INTRODUCCION

Muchos sistemas economicos, fisicos y bioldgicos involucran
cantidades que estan representadas por variables positivas, es
decir, concentraciéon de sustancias, simbiosis comensal de
especies o biomasa. Estos ejemplos pertenecen a la clase de
sistemas positivos, donde las variables de estado y condiciones
iniciales no son negativas, este tipo de sistemas admite
controles positivos, por ejemplo, en reactores y bioprocesos la
accion de control esta relacionada con flujos cuyo valor es
estrictamente positivo. Ademads, esta clase de sistemas a
menudo se estructuran en compartimentos, como reactores
quimicos, modelos fisiologicos, etc. Debido a este problema
practico, existe una motivacion en el analisis de estos sistemas
de control.

En este trabajo se estudia la estabilidad de un sistema
mutualista Lotka-Volterra bidimensional, considerando las
restricciones en la variable de estado y en el parametro de
control, de manera que utilizamos las propiedades de matrices
Metzler y Hurwitz. Nuestro objetivo consiste en presentar
condiciones suficientes para mejorar la estabilizacion del
sistema positivo, de manera que la estabilidad sea robusta ante
perturbaciones paramétricas. Al minimizar una funciéon de
Lyapunov, se obtiene un control oOptimo que rinde una
convergencia deslizante y mejora la tasa de convergencia a un
punto de equilibrio positivo previamente establecido. El
sistema mutualista Lotka-Volterra es un ejemplo de sistema
positivo, ya que el cuadrante positivo R es positivamente
invariante. Un objetivo adicional de disefio de control consiste
en que el sistema retroalimentado también sea un sistema
positivo.

En las aplicaciones, el problema de estabilizacion de un
sistema con control restringido es mas apropiado que la
estabilizacion con control no-acotado, ya que las restricciones
del control representan las restricciones que se presentan en las
aplicaciones, donde el parametro de control puede representar
una fuerza finita, energia finita, una sustancia finita, etc. Mas
aun, el signo de control también puede ser restringido, de
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manera que se pueden establecer problemas de estabilizacion
con control restringido en magnitud y signo.

2. PRELIMINARES
2.1 Notacion

1. Dada una matriz A € R™™ , entonces:

i) AT representa la matriz transpuesta.

ii) A~! representa la inversa.

iii) A > 0 significa que las entradas de A son estrictamente
positivas.

iv) A = 0 significa que las entradas de A son no negativas.

v) o(A) representa el conjunto de valores propios.

2. RT representa el ortante positivo de R™, dado por R} =

{x e R™ x = 0}.

3. Para x=(x,%,...,x%,)" €ER", diag(x) € R™"
representa una matriz  diagonal con componentes
X1, X2, .00, Xn.

2.2 Definiciones

i) La matriz A = [a;;] € R™" es Hurwitz si
paratoda A € g(4) .

ii) La matriz A = [a;;] € R™" es Metzler si a;; = 0 para
i#j.

En general, supondremos que la matriz A €
y Hurwitz.

Re(1) <0

R™™ es Metzler

2.3 Antecedentes

En este articulo haremos uso de los siguientes resultados:

Si la matriz A € R™™ es Metzler y Hurwitz, entonces

A) Existe un vector L > 0 tal que LTA < 0.

B) A™Y < 0 (la matriz inversa tiene entradas no positivas).
C) Existe P € R™™ diagonal estrictamente positiva, tal que
ATP + PA es definida negativa.
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D) DA es Metzler y Hurwitz, si D € R™"™ diagonal
estrictamente positiva.

E) Condiciones (cd) nec. y suf- para la existencia de un modo
deslizante.

Definicion 1. Diremos que el sistema no lineal autonomo

Y@, 20 =x,

con f : R™— R" de clase C*, es positivo si x(t,x,) € R"
paratodat =0y x, € R} .
El Sistema anterior es positivo, si y solo si

VXEORY : x;,=0=f;(x)=0
Aplicaremos los resultados de sistemas positivos al analisis de
la estabilidad de un sistema mutualista Lotka-Volterra n-
dimensional.
Consideremos el sistema positivo no lineal:

x =diag(x)Ax (1)

con x € R} y matriz A € R™"™ Metzler. En este trabajo
supondremos también que A es matriz Hurwitz.
El sistema (1) es conocido como sistema mutualista Lotka-
Volterra, se utilizan comunmente como modelos para las
interacciones de diferentes especies en los sistemas
ecologicos. Uno de los equilibrios de (1) es el origen que
representa la extincion de todas las especies. En el trabajo
[Vahid, 2012] se demuestra que el sistema (1) es un sistema
positivo. Con esto en mente podemos ver lo siguiente:

Lema 2. Dada la matriz A € R?*? Metzler y Hurwitz, existe
un vector positivo L >0 tal que la matriz diag(L)A es
definida negativa.
Demostracion.
Consideremos la matriz
_(—a b

A= ( c —d)'
cona,b,c y d positivas tal que ad — bc > 0. Consideremos
el vector LT = (i,l) , entonces la matriz diag(L)A es

simétrica,

c
diag(L)A = (‘ag ¢ )
c —d
de forma que la matriz diag(L)A es definida negativa, de
forma que
2
xTdiag(L)Ax = — % (x1 - gxz) - 2(ad — bc)x2
< 0 para (xq, x,) # (0,0).

yaque ad — bc > 0.

En el lema anterior se presentan condiciones suficientes para
la estabilidad, sin embargo, la condiciéon de simetria es muy
restrictiva y no es necesaria, de manera que ain para una
matriz Hurwitz no siempre existe un vector L > 0 tal que la
matriz diag(L)A es simétrica. Por ejemplo, si consideramos

la matriz
_(—a b
M= ( 0 —C)
ysea LT = (q,1) tal que
; _(—aq bq
diag(L)M ( 0 —c)' cong >0,

de manera que no existe vector L > 0 tal que la matriz
diag(L)M es simétrica. Sin embargo, en el siguiente
planteamiento mostramos que para esta matriz M es posible
una convergencia con deslizamiento.
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3. INTRODUCCION HACIA LOS MODOS DESLIZANTES

Consideremos el sistema de control
dx

i diag(x)(Ax + Bu), (2)
con matriz A € R**? Metzler y Hurwitz, y con vector B > 0.
Consideremos el valor constante i, conr; < U < 1, de forma
que el equilibrio positivo es determinado por ¥ = —A~1B1i.
Obsérvese que el equilibrio x estd en funcion de la entrada .
Para estudiar el deslizamiento, consideremos la funcién no
negativa V(x) = %sz(x) ,donde s(x)=LT(x—x%),yel
conjunto de valores admisibles del control u € [ry, 7], con 7y
y 1, tal que
0<7r < min u,,(x;,x,) < max u,(x;,x,)<r
1 (x1,%2)EH eq( 1 2) (e100)EH eq( 1 2) 2

Si consideramos una condicién inicial x, € intR? tal que
s(xy) # 0, definimos el control 6ptimo u*, como la funciéon
de control u*(x) € [ry,72] que rinde la mejor tasa de
convergencia al segmento de recta H bajo el sistema (2) , de

forma que s (x(tf, xo)) = 0, con tiempo finito t; > 0. Para
determinar u* calculamos el siguiente minimo:

min {M} = min {s(x)g—ix} = min {LT(x — %)LTx}

u€elo,r] dt u€lo,r] u€elo,r]
donde
LT (x — %)L™% = LT (x — %)L" (diag(x) (Ax + Bu))
=s(x)(xTdiag(L)Ax + diag(x)LT Bu)

=a(x)+Bx)u
con diag(x)LTB > 0 para x € intR2 . Por lo tanto
) dV(x(t)) .
B T O

donde

r SiLlT(x—x)>0

u* ={uUgq(x) si LT(x—x) =0. ©)

r, silT(x—x)<0
La siguiente proposicion establece condiciones suficientes
para una convergencia al punto de equilibrio positivo x € H.
Proposicion 3. Si A € R**? es matriz Metzler y Hurwitz,
entonces las soluciones x(t,x,) del sistema (2) — (*) con
condicién inicial x, € intR% , convergen al punto de

equilibrio positivo X = —A~1bii , mediante un deslizamiento
sobre el segmento de recta H.
Demostracion.

De lema 2 se tiene que ,
%(xl - sz) —%(ad —bo)x? < 0; (x1,x,) # (0,0),
considerando la desigualdad 0 <73 < u.q(x) <71, para x €
H , entonces

L"diag(x)Bry < LTdiag(x)Bueq(x) < LTdiag(x)Br,,
ya que LTdiag(x)B > 0. Por lo tanto

LTdiag(x)(Ax + Bry) < LTdiag(x) (Ax + B, (x))

< L'diag(x)(Ax + Bry),

entonces existe un deslizamiento, ya que se satisfacen las
condiciones. De manera que las soluciones que inician en
intR? convergen al segmento de recta H . Ahora
mostraremos que la dindmica deslizante es asintdticamente
estable. Para x = (xy,x,) € H , la dindmica es representada
por

xTdiag(L)Ax = —
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()= D 2+ (2)ua)

con
2
a%(xl—gxz) +%(ad—bc)x22 ‘
Ueq(X) = 1 > 0 (xq,x,) € H C intR2
b (bb,x, + cbyx;)
1
ya que (x,x,) € H , entonces x, = ;(k —Cx1), con
constante

c?b, + abb, + bch
k= ! z 2 u>0

ac
()=
*2 X, (cx1 — dx; + byueq (x))

entonces el deslizamiento es representado por la ecuacion
escalar

X1 (bx2 — ax; + byueq (x))

1
X, =X (bxz —ax; + byugq (x)) con x, = 5 (k —cx;)
es decir
X1 = xl(k + biueq — (a + c)xl), x>0
Lo cual implica que

k + bju,

<0 si x1>&
a+c

. k + byu
X1y=0 =i x1=J
a+c

k + biu
l>0 N x1<¢
a+c

por consiguiente, tlim x1(t, x10) = X4.

—00
Con esto tenemos que para una familia de sistemas del tipo (2)
sucede que las soluciones x(t, x,) del sistema representada

dx ) )
i diag(x)(Ax + Bi) 3

convergen al equilibrio X.

En la siguiente proposicion mostramos que el punto de
equilibrio X es asintéticamente estable en forma local bajo el
sistema no lineal (3).

Proposicion 4. Si la matriz A € R?*? es Metzler y Hurwitz,
entonces el equilibrio positivo X es asintoticamente estable
para el sistema (3).

Demostracion.

Con el cambio de variable y(t) = x(t) — x, entonces y(t) =
x(t), con b = Bii, por lo tanto

dx
— =diag(x)(Ax + b)

dt
= diag(y + x)Ay
lo cual nos indica que
d
d_{ = diag(y)Ay + diag (x)Ay (4)

con punto de equilibrio y = 0. Donde C = diag(x)A, tal que
si A es Metzler y Hurwitz, entonces la matriz C también es
Metzler y Hurwitz. Concluimos que el origen y = 0 es loc.
asintoticamente estable para el sistema (4). Por lo tanto,
concluimos que el punto de equilibrio X es asintdticamente
estable en forma local bajo el sistema no lineal (3).
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4. RESULTADOS IMPORTANTES
4.1 Sobre el deslizamiento

Dado un sistema del tipo (2), el objetivo principal es disefiar
una dindmica deslizante sobre el segmento de la recta H, dado
por

H={x€eRr? : LT(x—x)=0},
donde L es un vector estrictamente positivo tal que LTA < 0.

El objetivo es disefiar una funcion de control u(x), de forma
que las soluciones x(t,x,) del sistema retroalimentado
(2) con u(x) converjan al equilibrio ¥ € RZ . La dindmica
debe incluir un deslizamiento sobre el segmento H; si x, € H
sucede que x(t,x,) € H parat = 0, tal que
lim x(t, xo) = .
t—oo
En general, buscamos que el punto de equilibrio x del sistema
retroalimentado (2) con u(x), sea asintéticamente estable
para x, € intR2; ademas la estabilidad debe ser robusta y con
mejor tasa de convergencia que la dinamica estable
representada por (3).
Ahora buscamos probar que LTX(t) > 0 V (x,v) € S\{x}, bajo
el sistema
x = diag(x)(Ax + Br), con LT (xqg — %) < 0
donde 0 < @t < r y vector B > 0, de forma que
LTx = LTdiag(x)(Ax + Br).
La condiciéon de deslizamiento se expresa mediante las
desigualdades:
lim  L"diag(x)(Ax + Bry) <0 para x € R}

LT (x—%)-0

lim LTdiag(x)(Ax + Br,) >0 para x € R?2

LT (x-%)-0~
Para probar que existe un deslizamiento sobre H, supondremos
las condiciones del lema 2; es decir, el vector L > 0 es tal que
LTdiag(x)Ax < 0.

Para disefar el control u.,(x) que mantiene a x(t) € H para
AT (x(t)-%)
dt
dado por LTx = 0, es decir

Ldiag(x) (Ax + Bugg (x)) =0
por lo tanto, el control equivalente u.,(x) nos queda

)

t = 0, entonces = 0, entonces el deslizamiento es

LTdiag(x)Ax
ueq(x) = —W )
ya qué L'diag(x)B >0y LTdiag(x)Ax < 0 para x € intR2.
Ademas, considerando Ax = —Bu , tenemos que
_ LTdiag(x)A%
Ued ) =~ T 00 B
LTdiag(%)B _
~ "diag(x)B *
=1U.

Ahora vamos a utilizar los resultados anteriores para un
sistema mutualista bidimensional.

Sean x;,(t) y x,(t) las densidades de la poblacion 1 y
poblacion 2 al tiempo t. El siguiente sistema positivo no lineal
describe la dinamica de la poblacion 1y poblacion 2, en el cual
podemos ver que x; es inofensivo para la especie X, y Xy
sobrevivira sin x,.

Consideremos el sistema positivo no lineal

()= DI 2+ ©
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donde suponemos la restriccion del parametro de control u €
[0,7] y vector B = (by,b,)T > 0. Consideremos un valor
constante ©# > 0, de forma que el equilibrio (%;,%,) € R2
esta en funcion de @, dado por

@ (bb, + cby

E ( abz )

N R

H={x€eR? : I"T(x—x)=0}, LT =(q,1) € intR2
con IT=(q 1)>0,
. X1 0 —a b X1
LTx(t) = (q 1) ( 0 Xz) ( 0 —C) (xz)
= —aqx? + bqx,x, — cx? = —a (xz—éx x +ix2)
1 1%X2 2 q\X1 — %1% aq 2
que podemos reescribir como

LTx(t) = —aq [(xl — Z%xz)z + (é — %bZ) x%] . 7

Encontrando valores para q:
En (7) necesitamos un valor para q de forma que

< ! b2 >0
aq 4a?
tal que
c 4ac
———b2>0 e 0<qg<

aq 4a? b2’
por lo tanto, con la tltima desigualdad se cumple que
LTx(t) <0 V (x,x,) € H. €))
Para los siguientes calculos elegimos g = 2%
b

Al considerar el sistema de control (6), para (x;,x,) € H,
definimos u,, (x4, x,) mediante la igualdad L% = 0 para t €
I, es decir

i = (G )5 2)(C 2+ () =0

de forma que
b\, 1b?
2a’c [(xl—ﬁxz) +pr22:|

2achyx, + by,b%x,

Ueq (x1,%2) =

)

observamos que
Ugq(x1,%;) = 0 paratoda (xy, x,) € H N (intR3).
El control discontinuo
0 siLTx-%)>0
u(x) = {ueq(x) si L'(x—x)=0,
r si LT(x—%)<0
donde el parametro r = 0 satisface la desigualdad:
r> ()rgjl/c)lécHueq (x,y).

x € R2 9

En general, la funcion escalar V : R2% — R, , definida por

1
V(x@®) = Esz(x(t))
donde s(x(t)) = LT (x(t,xo) —%). La funcion no negativa
V(x(t)) decrece bajo el sistema (6) —(9), con x(t) =

x(t,xy), x(0) =x, € intR? tal que LT(x,—x) # 0.
Tenemos que

dV(x(t)) ( 2 )) ds(x(t))

= s(x(t)) LT(dlag(x)(Mx + b))
tal que

s(x())diag(x)Mx < 0 si s(x(®))>0
s(x(t))diag(x) (Mx + Bugq(x)) =0 si s(x(t)) =0 (10)
s(x(t))diag(x)(Mx +Br)>0 si s(x(t)) <0

av(x(®) _
a
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Las dos desigualdades de (10) son equivalentes conr; =0y
T'Z =Tr.
4.2 La Dinamica deslizante en el segmento de recta H C
intR2.

El segmento de recta H es dado por
2ac?x; + b%cx, = b%ib, + 2c?ib; + 2bcith,
la dindmica deslizante nos queda

(=05 DG 26D+ () waten)

es decir
<X1) _ X1X2 ( bz(bbzxz - able + Cble) )
%2) " byx,b? + 2achyx; \—2ac(bbyx, — abyx; + chyx;)
donde se satisface que LT(x —%) =0, con LT =(q 1) =
1); es deciry

2ac
(o _
(&)_E(Mh+wg
¥2)  ac\ ab, )
Para este ejemplo es modificado a una entrada u positiva, para
quedar de la siguiente manera:
X\ _(x 0\[=1 2\ (%), (1
(xz) - (0 xz) [( 0 _z) (xz) + (2) u]
con parametro de control acotado u € [0,4]. Consideremos un
valor constante positivo @ € [0,4], tal que el equilibrio nos

queda
__ (% -1 2\7'(1\._(3u
x=<f;)=_( 0 —2) (2)“=(a)
donde x € intR2 siempre que @ > 0. Si & = 1, entonces & =
3,17
Nos proponemos diseflar un segmento de recta H de
deslizamiento, de forma que las soluciones x(t,x,) € H del
sistema retroalimentado converjan al equilibrio positivo X de
forma rapida.
Considerando
— — b 2ac
( oa _bc) - ( 01 —22) B= (b:) (1) L= (F
el segmento de recta H nos queda
H = {(x;, x,) € intR?
de forma que

(11

(12)

(E1)

1)=a 1
X1+ x, =4}

b _\* 1b?
2 _ v Y 2
2a c[(x1 Zaxz) +4a2 xz]
2achyx, + byb%x,
(x; — %)% + x5
>t T2l 72 € H c R2.
2, + %, = 0 para (x1,x;) C Ry
El control discontinuo (9) nos queda
0 Si x1+x, >4
u(x) = AUeq(x) si x4 +x, =4,
r Si x1+x,<4
donde se cumple que
Ueq (x1,x2) €[0,4], 7

Ueq (x1, %) =

x€R?  (E2)

=4 > max Uy, (xq,x9).
(x1,x2)EH eq( ! 2)

El sistema retroalimentado nos queda
(J’cl) _ <—x12 + 2x.%, + xlu(xl,x2)>
X)) —2x2 + 2x,u(xy, x3) '
En la siguiente grafica se ve la convergencia de ocho
soluciones

(E4)

x(t,xp) = (x1 (t, x0), x2 (¢, xo))
del sistema retroalimentado (E'1) — (E2); primero llegan en
tiempo finito al segmento de recta de deslizamiento
H={(x,x;) ER? : x;+x,—4=0}
Con condiciones iniciales:

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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(0.1,3.9), (3.9,0.1): y fuera de la recta: (0.5,4), (0.5,2),
(0.2,0.2), (2.5,0.2), (4,4), (4.5,0.2), al llegar a la recta se
deslizan asintdticamente al punto de equilibrio (3,0.5).

0

0 1 2 3 1 5
Convergencia deslizante al equilibrio (x1,x,)= (3,0.5)

4.3 Estabilidad de la dinamica deslizante en el segmento de
recta H C intR2

La dinamica deslizante es dada por el sistema

X\ _(x1 O —a b\(% by
G =06 G 2)E)+ () watruma] a3
con
b _\* 6 1b?
ZaZC[(xl—sz) +Z?x§]
Ueq (X1, %2) = 2achx; + b,b%x, ’
es decir

(561) _ X1X2 ( b?(bbyx, — abyx; + chyxy) )
X3)  byxyb? + 2achyx; \—2ac(bb,x, — abyx; + cbyx;)

con equilibrio
(921> 3 E(bbz + cbl)
X2) " ac ab, ’

La dinamica (13) se desarrolla en la recta LT (x — %) = 0, con
2ac .
1); es decir

'=@ =03 _
X1 — (%) (bb, + cby)

X, — —=
2 ¢

1
= —m(bzﬂbz — b?%cx, — 2ac?x;, + 2c?ib, + 2bcub,)

LT(x — %) = (% 1)

es decir
b%ib, — b%cx, — 2ac?x; + 2c%ub, + 2bciib, = 0,
o bien
2ac?x; + b?cx, = b%ub, + 2c%ub, + 2bciib,
= i(b?b, + 2¢?b; + 2bch,)
equivalentemente

u
2acx; + b2x, = E(bzb2 + 2¢?b; + 2bch,) = k

donde observamos que

U k
0<x, < E(bzbz + 2¢?by + 2bchy) = 2 (Des1)
y, ademas
u
0<x < e (b%by + 2¢2by + 2bch,)  (Des2)
es decir

1
X = (k — b%x3) )
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entonces
2ac .

ZaCJ'Cl + bz.).CZ =0 & 5{2 = _?xl

por lo tanto
X1X2
byx,b% + 2achyx;
Al sustituir x; con (), tenemos que
X1Xp
ac———————
byx,b% + 2ach;x;

Xy <ﬁ (k — b2x2)>

byx,b? + 2ach, (ﬁ (k — b2xy)

X, = —2ac (bbyx, — abyxy + cbix,)

X, = —2 (bbyx, — abyxy + cbix,)

= —2ac

<bb2x2

1
- abz <E (k - bzxz)) + Cble)

o bien
Xz
1 _
= _ﬁxZ(CxZ - ubz)(bzbz + szbc
+2b 2) _.beZC + 'a(bzbz + 2b2bC + Zblcz)
1C

b2c(b, — by)x, + by (b,b? + 2b,bc + 2¢%b;)
por (Desl) , tenemos que

1 ( b )( c k)

—x,b% + k
b2 (22 —1)x, +k

1

5(22

donde se cumple que
u
0<-b%x, + Z(bzbz + 2¢%b; + 2bch,) = —b%x, + k

b
< b? (—2— 1>x2 +k
by

es decir
—x2b2 +k bz
osb—<1, parab—>1.
2 (02 _ 1
b ( B )x +k
Concluimos que la dinamica deslizante (13) podemos

reescribirla como

LI 'b)(ck)
2c2 Y2\ X2 U\

—x,b% + k (14)
b ’

2 (P2

b (b1 1)x2+k

3‘(22

Proposicion 5. El punto de equilibrio X, = %bz es un atractor

para la dindmica deslizante representada por (14).
Demostracion.
Consideremos la funcién no negativa V (x,) dado por

1 R | u \?
V(xy) = E(xz —X;)% = E(xz - Ebz)

entonces

por lo tanto

Vi) 1 ( ab )Z(C k)
dt Zsz 2 c 2 bl

—x,b2 + k
b? (%— 1)x2 +k

<0,

ya que
0< —x,b* +k

u
— <1 & 0<x; <55 (b%b; + 2¢%b, + 2beby),
b2 (b—j —1)x, +k _
concluimos que el punto de equilibrio X, = = b, es un atractor
C

para la dindmica deslizante representada por (14), de forma
que
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gi@,xZ(t' Xo0) = Xy para 0 < x50 < % (b%b, + 2¢2by + 2bchy).

Con este analisis del sistema mutualista bidimensional Lotka-
Volterra hemos ilustrado la utilidad del método de modos
deslizantes. En general el método de modos deslizantes ha
demostrado ser una herramienta muy util para trabajar
sistemas en las ciencias aplicadas.

6. CONCLUSIONES

Con las propiedades de una matriz A € R™" Metzler y
Hurwitz, es posible dar condiciones suficientes para la
estabilizacion global de una familia de sistemas positivos no
lineales conocidos como sistemas mutualistas Lotka-Volterra
bidimensionales. Esta estabilizacion se logra mediante un
control positivo éptimo definido para toda x € R2\{0}, que
incluye un control equivalente positivo para mantener la
dinamica deslizante sobre un segmento de hiperplano H que
contiene al unico equilibrio positivo x.
Primero se establecen condiciones particulares para tener la
desigualdad

LTdiag(x)Ax < 0 para toda x € R2\{0}. (%)
Mostramos que siempre existe un vector LT > 0 de forma que
la desigualdad (*) se cumple.
Respecto a las aplicaciones a sistemas tipo mutualista Lotka-
Volterra, se establecen nuevos criterios para la estabilizacion
global con control acotado, de manera que la estabilidad
resulta robusta por corresponder a modos deslizantes.
En la literatura actual, para sistemas positivos no lineales, no
hay reportados métodos de estabilizacion con modos
deslizantes. En el presente trabajo se hace una contribucion en
este tema.
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