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Abstract: This work presents the design of a cascade observer for a linear system that is
applicated for state estimation of the cardiovascular system. The system exhibits time-varying
delays in the available output. The cascade observer in this work is capable of estimating actual
state vector even in the presence of time-varying delays. The structure of the observer consists
of m+ 1 subsystems, the first subsystem is an observer that estimates the delayed state vector
and the m subsystems will compesate a fraction of the time-delay where the last subsystems
estimate the actual state vector. The observer is validated in simulation and applied to estimate
the dynamics of the cardiovascular system by obtaining the actual state vector estimatation
and the output signal.
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1. INTRODUCCIÓN

De acuerdo a las estadísticas recientes dadas por el
INEGI, la primera causa de defunciones en México a
nivel nacional fueron ocasionadas por enfermedades del
corazón. Es por esto, que desde diferentes frentes se ha
buscado la manera de dar solución a esta problemática.
Dentro del área de la ingeniería de control se han bus-
cado desarrollar sensores, algoritmos y procedimientos no
invasivos para brindar herramientas que ayuden al bien-
estar de la sociedad y que contribuyan a la prevención,
diagnóstico y tratamiento de estas enfermedades.

Una forma de proveer este tipo de herramientas es por
medio del diseño de observadores o sensores virtuales
para reconstruir dinámicas propias de estos sistemas con-
siderando las mediciones disponibles. El poder obtener
las dinámicas no disponibles ayudan a detectar anomalías
que pueda estar presentando el paciente y brindar un
tratamiento oportuno para el. Algunos trabajos presenta-
dos dentro de esta área se presentan en (Ghasemi et al.,
2020; Serrano-Cruz et al., 2018; Gharesi et al., 2021;
Arcese et al., 2010; Ledezma and Laleg-Kirati, 2015). En
Ghasemi et al. (2020) se estima la forma de la presión
aórtica por medio de un observador de entrada descono-

cida. Otra representación de estos sistemas se aborda en
Serrano-Cruz et al. (2018), donde se diseña un observador
para la forma singular del modelo windkelssel. Así mismo,
para la detección de fallas se han propuesto algunos traba-
jos en el cual por medio de un observador y la generación
de residuos se pueden detectar fallas en partes del corazón
del paciente como se propone en Ledezma and Laleg-
Kirati (2015).

Es importante resaltar que estas aproximaciones han
sido diseñadas considerando que el sistema presentan las
mediciones disponibles de forma continua. Sin embargo,
esto no es posible debido a que se presentan diferentes
problemas relacionados con la instrumentación como lo
son los retardos. Estos pueden estar presentes en la
dinámica del sistema, salidas y entradas (Farza et al.,
2017; Borri et al., 2017; Ramírez-Rasgado et al., 2021;
Estrada-Sánchez et al., 2017).

En este trabajo se presenta el diseño de un observador
en cascada aplicado al sistema cardiovascular cuya medi-
ción disponible presenta retardos variantes de tiempo. El
modelo cardiovascular se presenta en la sección 2. La
contribución principal se presenta en la Sección 3, donde
se muestra el observador en cascada, este observador se
conforma de m + 1 subsistemas, donde el observador en
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la base estima el vector con retardo y por medio de los
m predictores logran compensar el retardo en el sistema.
Así mismo, se presenta el teorema que demuestra que cada
error de observación convergerá exponencialmente a cero.
La evaluación del observador propuesto se muestra en la
Sección 4, donde se logra la estimación de las dinámicas
actuales del sistema cardiovascular.

2. REPRESENTACIÓN ALTERNATIVA DEL
SISTEMA CARDIOVASCULAR

Un modelo alternativo del sistema cardiovascular es el
modelo windkenssel de cuatro elementos (Belkhatir et al.,
2014), el cual describe las dinámicas presentes en el
corazón por medio de la analogía de un circuito eléctrico,
formado por: capacitares, resistencias e inductores. Las
ecuaciones de este modelo son las siguientes:

dPp(t)
dt

≙ −
1

RCa

Pp(t) + 1

Ca

Fa(t)
dFL(t)

dt
≙ −

Zo

L
FL(t) + Zo

L
Fa(t)

Par(t) ≙ Pp(t) + ZoFa(t) − ZoFL(t)
(1)

donde Pp es la presión sobre la distensibilidad arterial,
FL es el flujo a través de la inertancia arterial total, Fa

es el flujo a través de la arteria aórtica que se considera
como la entrada del sistema y Par es la presión aórtica.
Los parámetros del modelo son: Ca la complianza arterial,
L la inercia del flujo sanguíneo, R la resistencia periférica
y Zo la impedancia característica de la parte proximal del
lecho arterial.

2.1 Representación en espacio de estado

Partiendo de las ecuaciones del sistema (1), se puede
reescribir en forma de espacio de estados. Definiendo el
vector de estado como ζ ≙ ∥Pp, FL∥T , se obtiene:

ζ̇(t) ≙
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−

1

RCa

0

0 −
Zo

L

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A

ζ(t) +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

Ca

Zo

L

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
B

u(t)

y(t) ≙ ∥1 − Zo∥´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
C

ζ(t) + ∥Zo∥±
D

u(t) (2)

donde Fa es la entrada del sistema. Idealmente en muchos
sistemas se considera que la salida y(t) es de forma con-
tinua durante todo el tiempo. Sin embargo, en la práctica
debido al uso de instrumentos de medición digitales, la
salida del sistema debe de ser tratada como una señal
con retardo ya que existe un retardo en el tiempo de
propagación de la onda de presión del corazón hasta que
es detectado por el instrumento de medición (Sharir et al.,
1993). Entonces, se puede reescribir el sistema (2) de la
siguiente forma:

Σδ ∶ { ζ̇ (t) ≙ Aζ (t) +Bu (t)
ȳ (t) ≙ Cζ (t − δ(t)) +Du (t − δ(t)) (3)

donde ζ(t) ∈ Rn es el vector de estado, u(t) ∈ R es la
entrada, ȳ(t) ∈ Rp es la salida con retardo del sistema,
δ(t) > 0 es una función continua a intervalos en el tiempo
que explica la variación del retardo presente en la salida
del sistema y se considera conocida. Antes de continuar es
importante resaltar que el sistema cumple con la siguiente
suposición:

A1 El par (A,C) se asume como observable.
A2 El valor máximo de la función de retardo se define

como:

∃δM > 0;∀t ≥ t0, ∣δ(t)∣ ≤ δM . (4)

3. DISEÑO DEL OBSERVADOR

La principal aportación es presentada en esta sección, la
cual es proponer un observador que sea capaz de estimar
el vector de estado actual, libre de retardo, del sistema (3)
incluso cuando su salida presenta retardo de tiempo. Para
lograr esto, se propone una estructura de observador en
cascada, la cual consta de m + 1 subsistemas del mismo
orden que el sistema original. El primer subsistema es
un observador tipo Luenberguer que logra de estimación
del vector de estado con retardo y m son los subsistemas
llamados predictores que logran compensar el retardo de
la salida en una fracción de tiempo, donde el último
predictor de la cascada logrará la estimación del vector
actual del sistema.

Antes de continuar se procede a definir lo siguiente como
se muestra en Farza et al. (2016); Ramírez-Rasgado et al.
(2021) para todo j ≙ 0, . . . ,m:

ζj(t) ≙ ζ (t − δ(t) + j

m
δ(t)) , uj(t) ≙ u(t − δ(t) + j

m
δ(t)) ,

∀t ≥ −
j

m
δ(t).

Para simplificar la notación, se definen las siguientes
igualdades que se mantienen relacionados con los predic-
tores de la cascada para todo j ≙ 1, . . . ,m como:

ζj (t − δ(t)
m
) ≙ ζj−1(t) y uj (t − δ(t)

m
) ≙ uj−1(t) (5)

Con esto, el observador propuesto para estimar las
dinámicas del sistema (3) en presencia de retardos vari-
ables en el tiempo son las siguientes:

ΣO ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

˙̂
ζ0(t) ≙ Aζ̂0 +Bu0 −L (ŷ0(t) − ȳ(t)) , j ≙ 0

˙̂
ζj(t) ≙ Aζ̂j +Buj − λ(ζ̂j (t − δ(t)

m
) − ζ̂j−1(t))

para j ≙ 1, . . . ,m.

(6)

donde ζ̂j ∈ R
n es el vector de estado estimado de

ζj , uj representa la entrada para cada subsistema y
es valido para todo j ≙ 0, . . . ,m; las matrices A y B
son las definidas en (2); la salida con retardo se define
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como ȳ(t) y esta dada en (3). Es necesario resaltar que
λ > 0 es un parámetro de ajuste y es constante positivo.
Considerando lo anterior es posible proponer el siguiente
teorema:
Teorema 1. Considere el sistema (3), sujeto a la suposi-
ciones A1-A2, entonces existe una constante Ω tal que si
el número de predictores (m) de la cascada se elige:

δM

m
≤ Ω ≜

µj

λM(M)λσj

(7)

con µj > 0 y λM(M) es el valor propio máximo de la
matriz M . Por lo tanto, el error de observación en cada
subsistema:

∥ζ̃j(t)∥ ≤ ρje−υ( δM
m
)(t−t0) max

s∈∥t0− δM
m

,t0∥
∥ζ̃j(s)∥,∀t ≥ t0 (8)

con:

ρj ≙ σj (1 + (κ1 − υ (δM
m
)) δM

m
) , (9)

y la función υ(δM/m) es definida como:

υ (δM
m
) ≙ (κ1 − κ2 (δM

m
)) . (10)

3.1 Demostración del Teorema 1

Definiendo el error de observación del primer subsistema
de la cascada como ζ̃0 ≙ ζ̂0 − ζ0, es decir, j ≙ 0. Se
define ζ0 como el vector de estado del sistema con retardo,
quedando:

ζ̇0(t) ≙ Aζ0(t) +Bu0(t)
ȳ(t) ≙ Cζ0(t) +Du0(t) (11)

Por lo tanto, considerando (11) y (6), se obtiene lo
siguiente:

˙̃
ζ0 ≙ (A −LC)ζ̃0 (12)

En orden de probar estabilidad del primer subsistema en
la cascada, se propone la siguiente función candidata de
Lyapunov V (ζ̃0, t) ≙ ζ̃T0 (t)P ζ̃0(t). Obteniendo la derivada
con respecto al tiempo, resulta:

V̇ (ζ̃0(t)) ≙ 2ζ̃T0 (t)P ˙̃
ζ0(t)

≙ 2ζ̃T
0
(t)PĀ

˙̃
ζ0(t) (13)

donde Ā ≙ A − LC es Hurwitz tal que existe una matriz
P de n × n simétrica definida positiva (SDP) y µ > 0, tal
que se cumple lo siguiente:

ĀTP + PĀ ≤ −2µIn×n (14)

Ahora, se procede a obtener la norma de (13):

V̇ (ζ̃0(t)) ≤ −2µ∥ζ̃0(t)∥2
≜ −

2µ

λM(P ) max
ν∈∥t0−δM ,t0∥

V (ζ̃0(ν)),∀t ≥ t0 (15)

donde λM(P ) es el valor propio máximo de la matriz
P . Usando el lema de comparación propuesto en Khalil
(2015), se obtiene la solución de (15):

V (ζ̃0(t)) ≤ e−α0(t−t0) max
ν∈∥t0−δM ,t0∥

∥V (ζ̃0(ν))∥,∀t ≥ t0

donde α0 ≙
2µ

λM
. En términos del error ∥x̃0∥, se obtiene:

∥ζ̃0(t)∥ ≤ σ0e
−α0(t−t0) max

ν∈∥t0−δM ,t0∥
∥ζ̃0(ν)∥,∀t ≥ t0

donde σ0 ≙

√
λM(P )/λm(P ). Con esto se demuestra que

el error en el primer subsistema de la cascada convergerá
a cero.

Ahora se procede a obtener el error de convergencia para
cada predictor de j ≙ 1, . . . ,m, para demostrar que todos
convergerán a cero. Para esto, se define que existe un
subsistema ζj de la siguiente forma:

ζ̇j(t) ≙ Aζj(t) +Buj(t) (16)

Definiendo el error de observación para cada predictor
ζ̃j ≙ ζ̂j − ζj , j ≙ 1, . . . ,m y considerando (6), se obtiene:

˙̃
ζj(t) ≙ Aζj(t) − λ(ζ̃j (t − δ(t)

m
)) (17)

Agregando y restando λInζ̃(t) a la ecuación anterior, se
obtiene:

˙̃
ζj(t) ≙ ¯̄Aζ̃j(t) + λzj(t) (18)

con ¯̄A ≙ A − λIn y z(t) se define como:

zj(t) ≙ ζ̃j(t) − ζ̃j (t − δ(t)
m
)

≙ ∫
t

t−
δ(t)
m

˙̃
ζj(s)ds (19)

Ahora se define la siguiente función candidata de Lya-
punov que es válida para cada uno de los predictores:

V (ζ̃j(t)) ≙ ζTj (t)Mζj(t) (20)

donde M tiene las mismas propiedades que la matriz P y
¯̄A es Hurwitz para todo λ > 0. Obteniendo la derivada de
la función candidata de Lyapunov, se obtiene:

V̇ (ζ̃j(t)) ≙ 2ζTj (t)Mζ̇j(t) (21)

Sustituyendo la ecuación (17) en la ecuación anterior,
queda:

V̇ (ζ̃j(t)) ≤ −2µj∥ζ̃j(t)∥ + 2λ∥Mζ̃j(t)∥∥zj∥
≤ −

2µj

λM(M)V (ζ̃j(t))
+ 2λ
√
λM(M)√V (ζ̃j(t))∥zj(t)∥ (22)

Ahora, obteniendo la función de la norma z como:

∥z(t)∥ ≤ ∥A∥√
λm(M) ∫

t

t−
δ(t)
m

√
V (ζ̃j(s))ds (23)

donde λm(M) y λM(M) representan el valor propio mín-
imo y máximo de la matriz M respectivamente. Susti-
tuyendo la norma de z mostrada en (23) en la desigualdad
(22), se obtiene:
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V̇ (ζ̃j(t)) ≤ − 2µj

λM(M)V (ζ̃j(t))
+

2λ∥A∥√
λm(M)

√
λM(M)√V (ζ̃j(t))

×∫
t

t−
δ(t)
m

√
V (ζ̃j(s))ds (24)

La ecuación anterior se puede reescribir como se muestra
continuación:

d

dt

√
V (ζ̃j(t)) ≤ − 2µj

λM(M)
√

V (ζ̃j(t))
+ 2λ∥A∥σj ∫

t

t−
δ(t)
m

√
V (ζ̃j(s))ds (25)

donde σj ≙

√
λM(M)/λm(M). Reescribiendo la desigual-

dad anterior se tiene:
d

dt

√
V (ζ̃j(t)) ≤ −κ1

√
V (ζ̃j(t)) + κ2 ∫

t

t−
δ(t)
m

√
V (ζ̃j(s))ds

(26)
donde:

κ1 ≙
2µj

λM(M) , κ2 ≙ 2λ∥A∥σj (27)

Entonces, considerando que δM
m
≤ Ω ≙

µj

λM (M)∥A∥λσj
se

satisface como se propone en el Teorema1, entonces se
usa el lema propuesto en Ramírez-Rasgado et al. (2022),
obteniendo:√

V (ζ̃j(t)) ≤(1 + (κ1 − υ (δM
m
)) δM

m
) e−υ( δM

m
)(t−t0)

max
s∈∥t0− δM

m
,t0∥

√
V (ζ̃j(s)),∀t ≥ t0

(28)

donde υ(δM/m) es como lo mostrado en (10). Ahora, en
términos del error ζ̃j , se obtiene:

∥ζ̃j(t)∥ ≤ ρje−υ( δM
m
)(t−t0) max

s∈∥t0− δM
m

,t0∥
∥ζ̃j(s)∥,∀t ≥ t0 (29)

con:

ρj ≙ σj (1 + (κ1 − υ (δM
m
)) δM

m
) (30)

Con esto se demuestra el Teorema 1 ∎.

Es evidente que mientras se satisfaga la condición del
Teorema 1, cada error de observación en la cascada con-
vergerá exponencialmente a cero y con el último predictor
se puede reconstruir el vector actual del sistema.

4. RESULTADOS

En esta sección se mostrará el desempeño del observador
presentado en la ecuación (6) para la estimación del
vector actual de estado del sistema windkessel de cuatro
elementos presentado en la ecuación (3). En este caso, se
considera que debido al sistema de adquisición de datos el
retardo puede ser variante pero cumple con la suposición
A2. Los parámetros utilizados son tomados de (Astorga-
Zaragoza, 2019) y son los siguientes: R≙ 0.95∥mmHg ⋅

s/ml∥, Ca ≙ 1.50 ∥ml/mmHg∥, Zo ≙ 0.033 ∥mmHg ⋅ s/ml∥,
L ≙ 0.01∥mmHg ⋅ s2/ml∥. Por lo tanto las matrices del
sistema mostradas en la Ec. (2), quedan de la siguiente
forma:

A ≙ [ −0.7018 0
0 −3.3000

] , B ≙ ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0.6667

3.3000

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
C ≙ ∥1 − 0.0330∥ , D ≙ ∥0.0330∥ (31)

Para demostrar que el sistema cumple con la suposición
A1, se procede a obtener la observabilidad del sistema:

O ≙ [ C
CA
] ∴ rank(O) ≙ 2. (32)

Al ser de rango 2 se pueden estimar todos los estados del
sistema. El retardo en la salida presenta un valor máximo
de δM ≙ 0.1s y el presenta un comportamiento constante
por pedazos como se muestra en la Figura 1.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

Fig. 1. Retardo en la salida del sistema

Para satisfacer lo presentado por el Teorema 1, se elige
una cascada con m ≙ 5. Las condiciones iniciales para el
sistema original son x(0) ≙ ∥75, 50∥T , las del observador
en la base x̂0(s) ≙ ∥100, 200∥T , s ∈ ∥−δM ,0∥ y para los
predictores son x̂j(s) ≙ ∥100, 200∥T , s ∈ ∥−δM/m,0∥ , j ≙
1, . . . ,5. La matriz de ganancia del observador en la base
es L ≙ ∥15.38,132.84∥T y el parámetro de ajuste λ ≙ 5, la
señal de entrada Fa(t) es la presentada en la Figura 2.
En las Figuras (3)-(6) se muestra la estimación del vector

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

100

200

300

400

500

Fig. 2. Flujo de entrada Fa(t)
de estado del sistema cardiovascular. En la Figura 3 se
muestra la estimación de la presión arterial por medio del
observador en la base de la cascada, es decir, la estimación
con retardo del sistema. Como se demostró previamente el
observador en la base logra estimar el estado con retardo
del sistema, sin embargo, para objetivos de monitoreo
o supervisión este tipo de señales no son útiles, ya que
necesitamos la estimación actual. Así mismo, se muestra
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que incluso ante los cambios en el valor del retardo se
mantiene la estimación. En la Figura 4 se muestra la
estimación de la presión arterial por medio del último
predictor en la cascada P̂ar(t), en este caso se logra
la convergencia a la señal no disponible del sistema
la cual esta libre de retardo Par(t). En las Figuras 5
y 6 se muestran la estimación de la presión sobre la
distensibilidad arterial y del flujo a través de la inertancia
arterial total, respectivamente. Es importante resaltar que
estos dos estados no están disponibles y se obtienen a
partir de la salida (Par(t − δ(t))).

0 1 2 3 4 5 6 7 8
70

80

90

100

110

120

Fig. 3. Estimación de la presión arterial Par(t− δ(t)) por
el observador en la base.
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Fig. 4. Estimación de presión arterial Par(t) con el último
predictor de la cascada.
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Fig. 5. Estimación de la presión Pp(t) con el último
predictor de la cascada

5. CONCLUSIÓN

En este trabajo se logró el diseño de un observador en
cascada para un sistema lineal cuya salida es afectada por
retardos variantes en el tiempo. Este observador consta de
un observador en la base que logra la estimación del vector
de estado con retardo y m predictores para compensar el
retardo presente en la salida del sistema. Se asegura que

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

100

200

300

Fig. 6. Estimación del flujo FL(t) por medio del último
predictor de la cascada

el error de observación de la base y de los subsistemas
de la cascada convergerán exponencialmente a cero. El
observador propuesto se utiliza para la estimación de las
dinámicas de un sistema cardiovascular. Para trabajos
futuros se abordarán otras problemáticas dentro de las
mediciones como lo son la presencias de perturbaciones o
ruido.
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