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Abstract: In this paper, we propose an adaptive control scheme for achieving finite-time
regulation in the simplest nonlinear mechanical system: a one degree of freedom Euler-Lagrange
system. Our control approach consists of two components: a Proportional-Derivative (PD)
nonlinear feedback and a finite-time estimation algorithm, which is based on a Dynamic
Regressor Extension and Mixing (DREM) estimator. We emphasize that finite-time regulation
of Euler-Lagrange systems using adaptive control has not been addressed in the literature.
Although the control system under analysis is basic, it reveals important aspects of the finite-
time convergence of the closed-loop system. The performance of the proposed controller is

demonstrated through simulations.
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1. INTRODUCCION

Una de las técnicas mas utilizadas para lidiar con la
incertidumbre paramétrica es el Control Adaptable. Para
esto, frecuentemente se explota la propiedad de que el
sistema es linealmente parametrizable. Este es caso, como
por ejemplo del modelo de un robot, el cual se puede
reescribir como el producto de una matriz regresora y un
vector de pardmetros constantes. Con esto se construye
la ley de estimacion de pardmetros, que suele ser del
tipo gradiente y conduce a los controladores adaptables
clasicos basados en pasividad; lo cuales que aseguran la
regulaciéon o el seguimiento de trayectorias de manera
asintética (véase Slotine and Li (1987); Ortega and Spong
(1989); Loria et al. (2005) dénde se aplica la llamada
trayectoria de referencia virtual o Tomei (1991); Kelly
(1993, 1997) para una solucién alternativa). Sin embargo,
la estimacion robusta y uniforme de los parametros sélo
estd garantizada cuando se presenta la condicion de
Excitacién Persistente (EP). En ausencia de esta, la
presencia de pequenas incertidumbres pueden provocar
serios problemas en los controladores adaptables, como la
deriva de pardmetros, que puede provocar inestabilidad
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del sistema de control (Rohrs et al., 1985; Sastry and
Bodson, 1989). En Lorfa et al. (2005), para el controlador
propuesto en Slotine and Li (1987), se demostré que
la condicién necesaria y suficiente para garantizar la
convergencia robusta de la estimaciéon de pardmetros es
que la matriz regresora sea de EP a lo largo de las
trayectorias de referencia, algo que puede verificarse a
priori. Sin embargo, en el caso de la regulacién, la matriz
regresora rara vez serd de EP.

El control adaptable de tiempo finito (TF) también se
ha desarrollado para ciertos tipos de sistemas no lineales
utilizando el método de backstepping (Hong et al., 2006,
2010; Cai et al., 2016; Zimenko et al., 2019; Sun et al.,
2019). Este interés surge de las caracteristicas que poseen
los controladores TF cuando se conocen las cotas de la
incertidumbre (o perturbacién) en comparacién con una
ley de control convencional tipo Proporcional-Derivativo
(PD) (Venkataraman and Gulati, 1993). En general, estas
propiedades son: mayor robustez, respuestas transitorias
rapidas y mayor precisiéon. Los resultados reportados
garantizan la estabilizacién en TF independientemente
de si los pardmetros se estiman correctamente o no. Sin
embargo, estos resultados no se pueden aplicar para hacer
regulacion en TF con una ley de adaptacion. Cabe resaltar
que estos enfoques sélo funcionan bajo la condicién que
los términos en el regresor sean de mayor orden que
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los términos de la retroalimentacién de estado en el
controlador, algo que no se cumple al escribir el sistema en
el error de regulacién. Asi, en el mejor de los casos, sélo se
obtiene estabilidad practica (véase Cai et al. (2016)). En
Huang et al. (2015) se resuelve el problema de consenso
de TF para una clase de sistemas mecanicos utilizando
el enfoque adaptable de TF antes mencionado. En dicho
trabajo se consideré que cada agente de la red posee
una matriz de inercia diagonal y que no existen pares de
gravedad. Lo cual deja fuera una amplia clase de sistemas
mecanicos.

Recientemente se han hecho esfuerzos considerables para
relajar la condicién de EP. En esta direccién, en Ara-
novskiy et al. (2017) se introdujo la llamada Mezcla y
Extension Regresora Dindmica (DREM, por sus siglas en
inglés). Se demostré que puede obtenerse convergencia,
aun en ausencia de EP, y que si el regresor es de EP en-
tonces también lo serd el regresor escalar producido por la
DREM (véase Korotina et al. (2020)). A parte de proveer
una condicién menos restrictiva en ciertos escenarios, la
DREM asegura: (a) una respuesta transitoria mondétona
(es decir, sin picos ni oscilaciones) de la estimacién in-
dependientemente de la condicién de excitacién y (b) un
ajuste de la ganancias simple y transparente, debido a
que como no hay acoplamiento entre los elementos del
estimador cada elemento del vector de parametros esti-
mados se ajusta con una ganancia escalar separada, sin
afectar a los transitorios de los otros elementos (Korotina
et al., 2020); carateristicas que no poseen los estimadores
clasicos. La DREM también se ha aplicado para la esti-
macién en modelos no linealmente parametrizados, (Or-
tega et al., 2021). En particular, en Romero et al. (2021) se
propuso una parametrizacion simple para la identificacién
de sistemas Euler-Lagrange (EL) utilizando su ecuacién
de balance de potencia.

Ademas, la DREM también se ha empleado la estimacién
de pardametros en TF (véase Wang et al. (2020)), y para
disenar leyes adaptables sin EP. Bajo ciertas condiciones,
se logra una mejora en el desempeno de la estimacion
de pardmetros, pero cuando no, la adaptacién puede
simplemente detenerse, lo que podria ser inaceptable
para el control de sistemas EL. Teniendo esto en cuenta,
Arteaga (2024) introdujo un esquema adaptativo com-
puesto, que combina el algoritmo de gradiente estandar
con un término adicional basado en la DREM, la cual
posee potencia inferior a uno. Con esto, la estimacién
de parametros se logra en TF, pero el seguimiento es
asintético.

Es notable que el problema de regulacion en TF, emple-
ando un control adaptable, no ha sido resuelto ni siquiera
para un sistema EL de un grado de libertad. En este
trabajo se resuelve este problema utilizando la DREM y
se revelan algunos aspectos importantes sobre el empleo
de este algoritmo cuando se usa en un control adaptable.
La estructura de es articulo es la siguiente. En la Seccién
2 se establece la notacién y las herramientas matematicas
utilizadas. Ademas, se define y parametriza al sistema y se
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construye el regresor dindmico utilizando la DREM. En la
Seccién 3 se establece y demuestra el resultado principal
y se desarrolla un ejemplo de simulacién para mostrar el
desempeno del control adaptable propuesto. Finalmente,
en la Seccion 4 se establecen algunas conclusiones.

2. PRELIMINARES

Notacion y herramientas matemdticas. R representa el
conjunto de todos los nimeros reales, Rso := {z € R :
x>0}, Rso:={z €R:2 >0} Nes el conjunto de los
nimeros naturales y para cadan € N, i := {1,...,n}.Una
funcién f pertenece a la clase C*, k € N, si sus derivadas
f','f:, ...,f%) existen y son continuas. Si V' € C' entonces
ViV(X) = [02,V(X), .0 02, V(X)] |, con 8y, := 0/0x; e
i € n. Una funcién de valor real que es definida positiva
(o semidefinida) positiva se denota por V(x) > 0 (o
V(x) = 0). Se define el operador continuo que produce
la potencia p signada de z como [z|P := |z|Psign (z),
para cualquier z € R y cualquier p € R+, donde sign (z)
es la funcién signo estandar. Algunas propiedades son:
(SP1) [z|P = 2P, para cualquier entero impar p; |z|P =
zP, para cualquier entero par p. Ademds, para cualquier
P.q € Ruo, [2)7[2)7 = |o|"" y [2]P|2[? = [2]PT9. La
accion de un operador H : Lo, — L sobre una senal
continua t — u(t) se denota por H[u](t) y el operador de
diferenciacién de u(t) se define como p*[u](t) := ;—;u(t).

A continuacién se introducen herramientas de homogenei-
dad ponderada (véase por ejemplo Bacciotti and Rosier
(2005)). Dadas las coordenadas x = [z1,...,7,]" € R™,

y las coordenadas de pesos v = [ry,...,m,]T € R™ r; >0,
i € 0, el operador dilatacién AF se define como Afx £
[€12y, .., € a,] T

Definicion 1. Una funcion V' : R™ — R se dice r-
homogénea de grado I € R (o (r,l)-homogénea), si para
cualquier ¢ > 0 y x € R” se cumple que V(Arx) =
eV (x). q

Las funciones homogéneas poseen algunas propiedades.

Lema 1. Sean Vi, k = 1,2, dos funciones continuas y r-
homogéneas de grados [ € Rs ¢, respectivamente.

(a) Si Vi es definida positiva, entonces existen con-
stantes c1,c2 € R tales que ¢;[V; (x)]'2/0 < Vh (x) <
c2[Vi (x)]2/1 para toda x € R™. Ademds, si V5 es definida

positiva, entonces c¢1, ca € Rsg. N
(b) Si V1 es diferenciable, entonces las derivadas parciales
0z, V (x) son (ly — r;, r)-homogéneas. q

Lema 2. (Hestenes (1966)). Sean n : R" — R y &

R™ — R>¢ dos funciones continuas y (r, m)-homogéneas.
Defina Z = {x € R*"\ {0} : k(x) = 0}. Si n(x) > 0
para toda x € Z, entonces existen \*,c¢ € Ry tal que
para toda A > A\* y para toda x € R"™\ {0}, n(x) +

Ak(x) > c|x||;",, donde para cualquier p > 1y x € R”,

m 1/p
1%|lep == (E |:1:1-|p/“') es la norma r-homogénea. <

i=1

El siguiente resultado viene de Cruz-Zavala et al. (2018).
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Lema 3. Para cualesquiera z,y € Rs¢ y cualesquiera
constantes A, B,C,dy,r1,m2,m € Ry, con m > 719, la
funcién v; : R? — R, dada por

m—rg

vi (@, y) = (vo(,y)) %= +doCla] 7y,

27
dénde vy (z,y) £ Aly|® + B|gc|r_127 es 1o negativa si

m—rg

Am Bm 72
0<df < . 1
< - (C?ry [m—TJ (1)
Ademés, vy (z,y) < 2v5"2 (z, ). <

2.1 El Robot de un grado de libertad

Considérese el robot de un grado de libertad sin friccién
descrito por

Ji 4+ mglsen(q) = T, (2)
siendo J la inercia, m la masa, [ la longitud, g la
contante de aceleracién de la gravedad, ¢ la posicién y
¢ la velocidad. Se busca llevar la posicién articular g a la
posicién deseada g4 € R en TF sin conocer con exactitud
los valores de los pardmetros m y [. Ahora bien, si se
conocieran exactamente estos valores, se podria usar el
controlador

r=—Plg—qi)* - D[d)" + mglsen(q). (3

con los exponentes

m m
a=—, b=—, m.:=2ry—nr (4)

T1 T2

tales que 71 y 7o satisfacen
27’2 >Try >Tre, (5)

para asegurar la convergencia a la posicion deseada g4 en
tiempo finito. El controlador (3) es un controlador PD de
TF que se puede obtener facilmente con la metodologia
introducida en Cruz-Zavala et al. (2020).

Considerando que los parametros m y [ son inciertos
pero constantes y e = ¢ — qq, €l controlador (3) podria
modificarse como sigue:

T=—Ple|* = D[q|"+U(q)be,  V(q) = gsen(q). (6)

Ahora el dltimo término del controlador utiliza un esti-
mado del producto # = ml denotado por 6..

Utilizando como variables de estadoe; = q¢—qq, 2 =qy

0 = 0. — 0, la dindmica del sistema (2) con el controlador
(6) queda descrita por la ecuacién

é; _ Jz_l[—Pfed“ — D[es)" + W(er + qq)0) @)

donde falta disenar la dindmica de 6, es decir, la dindmica
del estimador del pardmetro desconocido. En los resulta-
dos subsecuentes la convergencia en TF se considera que
se presenta durante un intervalo de tiempo determinado y,
ademds, no para toda ¢y (Rios et al., 2016). En particular,
se considera tg = 0 el instante en que se empieza a ejecutar
la tarea de regulacion. En este caso, la convergencia en TF
puede presentarse en el intervalo ¢ € [0, T¢], Ty € Rxo, es
decir, la funcién de asentamiento T'(to, ¢(to), ¢(to)) satis-
face T' < Ty.
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2.2 Pardmetrizacion y construccion del regresor dindmico:

la DREM

Basandose en Ortega et al. (2021); Romero et al. (2021),
buscamos una parametrizacién de la ecuacién (2) como

sigue. Definanse las variables y, Qf := [Qy1  Qy2] como
y=—My+7, A >0 (8a)

Qpp =2+ (8b)

Qp2 = = MQyp2 + gsen(q) (8¢)
Z=—X\(z+4), (8d)

asi como el vector de parametros 8 := [J mi]T. En-

tonces, siguiendo una serie de cédlculos elementales, us-
ando el operador p := %, se obtiene que la ecuacién (2)
es equivalente a la relacion

y =9, (9)
de la cuél se conocen y y €2¢ puesto que todos los términos

en (8) son conocidos. Por otra parte, definanse Y € R? y
® c R?*? a partir de la ecuaciones

Y =-0Y+Qfy
®=— 0 +Q[Qy.

Usando estas tltimas, asi como las igualdades Y = pY y
® = pd, se obtiene la relacién

(10a)
(10Db)

Y = 6. (11)
Considerando la matriz adjunta de ®, adj{®}, definiendo
X := adj{P}Y, ¢ := det® (12)

y multiplicando a ambos lados de (11) por adj{®}, se
obtiene la relaciéon

X, = ¢8. (13)
Con base en lo anterior, se propone el estimador de
parametros

f(d)) |—¢A9] - xelJC
f(@)[d0y — wea|
donde ¢ > 0, Yy := diag(T s, Tyy) es una matriz diagonal,
0; es el i-ésimo elemento de 0 y x.; es el i-ésimo elemento
de x.. La funciéon continua f se disena de manera que
tenga el mismo signo que su argumento escalar ¢, es decir,
f(@)¢p > 0 para toda ¢ # 0. Como f es continua, también
implica que f(0) = 0.

0=—-Yy=y, Eo= (14)

Como 0 tiene valor constante y z.; = ¢8;, la dindmica del
error en los pardmetros satisface

0; = —Yoif(¢)[0]°[0:]°

dénde 6; es el i—Aésimo elemento del error del vector de
parametros @ = @—80 y hemos aplicado la propiedad SP1.
Cuando f(¢) = ¢ se obtiene el estimador introducido
en Wang et al. (2020), que toma como base el algoritmo
propuesto en Rueda-Escobedo and Moreno (2015).

(15)

Comentario 1. Los elementos z.; en (12) se pueden calcu-
lar usando la regla de Cramer como x.; = det®y_ ;/detP,
Vt > 0, siendo ®y_ ; la matriz ® donde se reemplaza la i-
ésima columna con el vector Ydet®, para toda i € {1,2}.

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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Esto evita el cdlculo de la matriz adjunta adj{®} en la
implementacién numérica del estimador (14). <

Lema 4. Considere la ecuacion

&= —I¢(t)[=]° (16)
con constante I' € R+ . Suponga que para algin ¢t > tg
y alguna constante p > |z(to)|*~¢/[T'(1 — ¢)], se cumple
ftto ((o)do > p, siendo la funcién ((t) continua para todo
t>t5.511>c¢>0,z(t) va aceroen TF. Por otro lado, si
c>1ly f:o ((0)do — oo, z(t) va asintéticamente a cero.

Demostracidn. Directa mediante la integracién de (16). <

Es bien conocido que cuando ¢ = 1y ((t) es de EP, la
solucién de la ecuacién (16) converge de forma exponen-
cial. De hecho, con ¢ = 1, la solucién de (16) es z(t) =

- [" ¢(o)d
x(to)e Jip 6@ 7. Se observa que si ftz ¢(o)doe = +o0
entonces z(t) — 0, y en el caso que ftz C(o)doe — ¢
entonces z(t) — ¢a, donde ¢; y ¢ son algunas constantes.

3. RESULTADO PRINCIPAL: CONTROL
ADAPTABLE INDIRECTO EN TIEMPO FINITO

Para este esquema, el estimador se reduce a

b = ~Yuf($)¢y - zea ], (17)
dénde la ganancia Ty > 0, el exponente ¢ € (0,1), el
término )

_ e
f(¢)_ 1+|¢|c+d’

con ¢ y xeo obtenidas de la ecuacién (12), y d € Rso.

(18)

Recordando que 6 = 6., — 6, con 6. := 0y, la ecuacién
dindmica del error paramétrico es

0= —Tuf(9)6)°[0]°.

En (6) sélo se require la estimacién del pardmetro involu-
crado en el torque debido a la gravedad.

(19)

Proposicion 1. Considere el sistema (2) con la pardme-
trizacién (9). Sea el control adaptativo descrito por (6),
junto con el estimador de pardmetros (17), (10) y (12). Si
existe un £ > 0 tal que

¢
/0 F@@)[6() odo > [0/ Tyl —c),  (20)

entonces existe un T’y > £ tal que el tiempo de convergen-

cia T € (0,Ty] y el origen (e, eq,6) = (0,0,0) del sistema
(7) ¥ (19) es un equilibrio estable en tiempo finito en el
intervalo de tiempo (0, TY]. N

Un par de observaciones son pertinentes aqui. Primero,
la convergencia con respecto al tiempo a priori no es
uniforme. Segundo, la validez del resultado anterior confia
en que se pueda cumplir (20), que tampoco a priori puede
verificarse. Finalmente, la convergencia en TF no esta
garantizada para todo tiempo futuro, después que los
errores convergen en tiempo finito, ésta puede perderse en
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algin tiempo posterior ¢ > T, si existe alguna pequena
perturbacion en el estimador.

3.1 Prueba de la Proposicion 1

La idea de la prueba es simple. Se halla una funcién
de Lyapunov que muestra que el sistema (7) es entrada-

estados estable de TF con respecto a la variable 0 (Hong
et al., 2010). Ademads, como 6 se hace cero en TF, la
regulacion se alcanzara en tiempo finito.

Lema 5. La funcién V : R? — R>( dada por

V(e) = (’72 + '71)‘/2)E +vidiJerea, m=ry+ry (21)
con 1,72 > 0, Vo(e) = Zed + L Pley |22/ y

27‘2

T
0<a< drtre [(rnt+r)P]m
=19 T2 279 ’

es una funcién de Lyapunov entrada-estados estable de
TF con respecto a la variable 6 para el sistema (7).

(22)

Demostracion. La funcién (21), se puede escribir como

m

V(e) = ’}/QVOQTQ (6) + 71 (‘/027‘2 (6) + dl J6162)

El primer término es definido positivo. Invocando el Lema
3con A=J/2, B=nr1P/2ry, C =1, dy = di, la suma
del segundo y tercer término siempre es no negativa si dy
satisface (22). Por lo tanto, (21) es definida positiva para
cualquier 71,72 > 0. Lo cual implica que V(e) = 0. Como
Vo v V son (r,r; + rg)-homogéneas, con r = [r rg]T,
son radialmente no acotadas (Bhat and Bernstein, 2005,
Lemma 4.1). Ademds, V € C' para valores de r; > ro.

Derivando con respecto al tiempo a V a lo largo de (7) se

obtiene
T2 3ro—r
27

V= 2V, 7 (<Dles| P +e2W(q)8) +yded
—ydrer (Plea) ¥ + Dlea] % + W(g)9) .

siendo v = 71/(71 + 72). El lado derecho se puede
reescribir como

1 . -
Y < —~wi(er,es) + x(er,e2)d 23
— (erre2) + xlenea)d (23)
siendo
Tl:Tz 3rg—ry 2rg.
01(61762) = QLZZVO e |62| 2 — dleg +d1P|81| 1
+d1 kgel |—€2J T_2C
ri—ra

x(e1,e2) == (Vo ™2 e+ vdier)g.
Acorde con el Lema 2, vi(eg,ez) es (r, 2rz)-homogénea

22
ysiea =0 = v = diPle;|™ > 0 para toda
e1 # 0. Entonces, no es dificil verificar que v (e1,€e2) = 0

para valores grandes de mTP, que es el caso cuando v se

elige suficientemente pequenia. Ahora haciendo uso de la
propiedad (a) del Lema 1, v1 y x(e1, e2) pueden acotarse
por funciones homogéneas del grado apropiado. Ya que vy
es una funcién homogénea, al igual que x(e1,es2). Por lo
que, el lado derecho de (23) puede acotarse como

V< —(m+)haV i — gy (24)

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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Fig. 1. Resultados de simulacién del sistema de un grado
de libertad con control adaptable en tiempo finito.

para algunas constantes «, 8 > 0. De hecho, para algin

£€(0,1)
me _ 30

. 2rg
V< — 1-8yaV™=, VYV™m > —
<—(n+12)@ -9y ~ak
Como 2rg/m < 1 <= 1 < rg, la desigualdad (25)
demuestra que la funcién V es una funcién entrada-
estados estable de TF para el sistema (7), (Hong et al.,
2010). O

(25)

Como la ecuacién de error en los pardmetros (19) satisface

— _le@t? 7]
el Lema 4 con ((t) = THigtyeFa Si (20) se cumple, 6 es

acotada y converge a cero en tiempo finito. Por lo tanto
existe un tiempo t. > 0 tal que

. 27
V< —(1+3p)yaV . (26)
Con esto se concluye la prueba de la Proposicién. O

Ejemplo 1.  Considere que los parametros fisicos reales
son: m = 3lkg], 1 = 0,5[m] y J = 0.9375[kgm?]. La
posicion deseada y las condiciones iniciales estan dadas
por g4 = 1l[rad] y ¢(0) = wrad], y ¢ = O[rad/s]. Las
constantes de los filtros en (8) y (10) se eligen como
A =12y A =1y las ganancias son P =1, D = 2
y T = 5. Las simulaciones se han realizado con el método
de discretizacién de Euler con paso fijo Ts = 1[ms].

Los resultados se observan en la Figura 1 cond =ry =1,
rp = 1.5y ¢ = 0.6. Los parametros convergen a cero
en aproximadamente ¢ =~ 2.3[s], véase la Figura 1(b).
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Fig. 2. Resultados de simulacién del sistema de un grado
de libertad con control adaptable asintético.

Mientras que el error de regulacién se hace cero en t =
3.5[s], véase la Figura 1(a). La Figura 1(c) muestra la
evolucién de la integral del término f(¢)[¢|¢ que como se
observa tiende a una constante. La Figura 1(e) muestra
como el regresor del sistema multiplicado por 6 también
se hace cero en TF debido a que el error en los parametros
también se hizo cero en tiempo finito.

Las siguientes simulaciones son para el estimador asintéti-
co, es decir con d = r = r; = ¢ = 1. Las ganancias,
las constantes de los filtros, las condiciones iniciales y
posicién deseada son las mismas que en el este caso
anterior.

Los resultados se observan en la Figura 2. En este caso
I3 F(¢(0))p(o)do — 2.102 con lo que §(t) — 5.839 x
10~° aproximadamente, véase la Figura 2(b). La Figura
2(c) muestra f(f ¢*(0)do con el fin de ilustrar que la
normalizacién en (18) no es causa del acotamiento de
la integral. Para el caso ¢ = 1, siempre hay error en

estado estable aunque sea arbitrariamente pequeno, véase
la Figura 2 (a)-(b) y (d).

4. CONCLUSION
Este trabajo se centré en el desarrollo de un esquema
de control adaptable con el fin de resolver el problema

de regulacién en tiempo finito sin conocer con exacti-
tud el vector de gravedad. Este problema se encontraba
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abierto en la literatura, inclusive para un sistema EL de
un grado de libertad. Para ello se ha utilizado una ex-
tensién dindmica regresora. En particular se ha empleado
la DREM para disenar una ley de control adaptable indi-
recta permitiendo el desarrollo de una ley de estimacién
de parametros simple. La estimacién del parametro se lo-
gra en tiempo finito si existe suficiente excitacién durante
un intervalo de tiempo, lo que a su vez garantiza que
el error de regulacion converja a cero en tiempo finito.
Lo reportado aqui permitird hacer diversas extensiones
de control adaptable en tiempo finito de sistemas EL de
n-grados de libertad.
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