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Abstract: An observer-based control is designed using the feedback linearization strategy for
blood glucose regulation using a model of the glucose-insulin system that represents a person
with type 1 diabetes. The design of two nonlinear state observers are performed; a high-gain
observer and a nonlinear observer for Lipschitz systems. The results of the estimated state
variables are compared, as well as the control based on each of the observers and the action of

the control law for insulin application.
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1. INTRODUCCION

La diabetes mellitus tipo 1 (DMT1) es una enfermedad
que es causada por la insuficiencia de produccién de
insulina por parte de las células  pancreaticas, lo que
provoca niveles elevados de glucemia. El tratamiento
principal de esta enfermedad es la administraciéon de
insulina exdgena.

En el ambito de control de la glucosa para personas
con DMT1, se han propuesto diversos algoritmos para
sistemas lineales y no lineales. Este trabajo se centra en
el diseno de un control no lineal basado en observador
para evitar pérdidas importantes en las caracteristicas del
sistema. Generalmente, este tipo de sistemas tienen como
medicién disponible la glucemia, por lo que es necesario
estimar el resto de las variables de estado por medio de
un observador. Entre los observadores que se han utilizado
para este tipo de sistemas biolégicos se incluyen los filtros
de Kalman, el observador por modos deslizantes (Esfanja-
ni et al., 2021), los observadores tipo Luenberger, los ob-
servadores para sistemas no lineales de orden fraccionario
(Khan et al., 2020), los observadores Lipschitz (Nath and
Dey, 2020), y observadores exponenciales (Borri et al.,
2017), por mencionar algunos.

El objetivo es mantener los niveles de glucosa dentro de
un rango normal (70—180 mg/dL) después de las comidas
(que provocan la elevacién de la glucosa en sangre), con
un retorno a los niveles basales en un plazo de dos
horas para evitar la hiperglucemia posprandial. También
es importante evitar la hipoglucemia al mantener los
niveles de glucosa por encima de los 70 mg/dL mediante
una dosis adecuada de insulina después de las comidas.
El algoritmo de control utilizado es la linealizacién por
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retroalimentacién para preservar las caracteristicas del
sistema. La principal contribucion de este trabajo radica
en la comparacion entre las leyes de control basadas en
un observador de alta ganancia y otro tipo Lipschitz en
un modelo matemadtico del sistema glucosa-insulina que
se presenta en la siguiente seccion.

2. MODELO MATEMATICO

Existen diversas maneras de representar el sistema
glucosa-insulina. Uno de los modelos con mayor populari-
dad es el modelo minimo de Bergman que fue propuesto
desde el ano 1979, una variante de este modelo para
pacientes con DMT1 se muestra en Chandrasekhar and
Padhi (2023), el cual se ha utilizado para regular el sis-
tema glucosa-insulina por medio de un pancreas artificial
(Khan et al., 2020). Para favorecer el enfoque de control
se realiza un cambio de variable en este modelo (Flores-
Martinez, 2019), resultando las Ecs. (1)-(3):

E1(t) = —(p1 + 22(t))21(t) + p1Go + D(2) (1)

Bo(t) = —paxa(t) + p3(w3(t) — I) (2)
ba(0) = —Nag(t) + 50 3)

donde x1(t), x2(t) y 23(¢) son la concentracién de glucosa
en la sangre [mg/dL], el efecto de la insulina en la glucosa
(insulina activa) [1/min] y la concentracién de la insulina
en la sangre [mU/dL], respectivamente. Gy es el valor
basal de la concentracién de glucosa [mg/dL], I, es un
valor objetivo para la infusién de insulina [mU/dL]| y
N es la tasa de desaparicién de insulina en la sangre
[1/min]. u(t) es la tasa de infusién exdgena de la insulina
[mU/min] y ademds, D(t) es la tasa de infusién exdgena
de la glucosa, dicho de otra manera es una perturbacién
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en la dinamica del sistema relacionada con la ingesta de
carbohidratos [mg/(dL - min)]. Esta perturbacién puede
ser expresada matemdaticamente:

D(t) = Bge kat (4)

donde By es la cantidad de carbohidratos ingeridos [g], kq
es la tasa de descomposicién de los carbohidratos [1/min]
y t es el tiempo [min].

3. DISENO DE OBSERVADORES
3.1 Observador de alta ganancia

En el diseno del observador de alta ganancia se necesita
representar el sistema dado por las Ecs. (1)-(3) de la forma
(5) para posteriormente hacer un cambio de coordenadas
que favorezca al disefio del observador:

{ & = f(x) + g(x)u
y = h(z)

donde las variables de estado estdan representadas por
r € R yu e R Ademss, f e R}, g e R®y h € R
son las siguientes funciones continuamente diferenciables:

—(p1 + 22(t))z1(t) + p1Go

(5)

f(x) = | —p2x2(t) + p3(ws(t) — L) | ,
—Nus(t)
0
g(z) =1 0|, h(z) = a1 (6)
v

Dado que el grado relativo del sistema es r = 3, se propone
el siguiente cambio de coordenadas al sistema no lineal de
la forma z(t) = @(z(t)) donde:

Z1 h( )
2| = ®(z) = | Lih(z) (7)
23 Lh(x)

El cambio de coordenadas (7) transforma al sistema
original en la forma triangular:

0
0
p(=(1))

i(t) = Az(t) + +9(=(8))u(t) (8)

y(t) = Cz(1) (9)
en donde:
010
A=1001 C=[100] (10)
000

Con esta forma triangular se puede disenar el observador
de alta ganancia dado por:

2(t) =f(2(t) + g(@(t)u(t)+
P(E(1)\ " o1t X
(&c(t)) Sy CT(y —9)

donde & es el vector de estados que son estimados, d(x) es
la transformacién dada en la Ec. (7), Sy es una solucién

(11)
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de una matriz simétrica definida positiva de la ecuacién
de Lyapunov (12):

0Sy + ATSy + SyA=CTC (12)

donde 6 > 0 es un parametro de sintonizacién. Uno de los

valores de las matrices presentadas en la Ec. (11) es:
dP(i(t)) -1 Ji1 Jiz Ji3
W = |Jo1 Jag Jos (13)
r J31 J32 J33
donde los valores de Ji; = 1, Jio = 0, Ji3 = 0,
Jo1 = (p1 + &)/ %1, Jo2 = —1/331> Joz = 0, J31 =

—(p%ah - p1Gb + 3311‘3 — p1GoZa — p3lp1 + pip2d1 +
2]21»’{1$2+P§$15E3)/(P3$1) J32 = —(2p1&1 —p1 Gy +paia+
28122)/(psd?) y Jaz = —1/(p3i1).

El célculo de la matriz S, 1
30 302 63
302 563 204
03 20* 6°

se muestra en la Ec. (14):

St = (14)

Una vez que son calculadas las matrices de la Ec. (11)
del observador se realizan las operaciones necesarias para
estimar las variables de estado 21, Z2 y Z3. Las ecuaciones
resultantes para la estimacion de estas variables son las
siguientes:

i‘l =— (p1 + T2)&1 + p1Gp + 30(x1 — 1) (15)
Zo = — poZo + p3(T3 — Ip)—
3602 + 30 P
|: + A(pl + $2):| (171 B jl) (16)
x1
i'3 _ NQA?3 T @ |:39( 1.’E1 Gb + $1.’E2 plexQ
Vi p333‘1
—p3lpT1 4+ p1p221 + 2p1 2122 +p3521i°3) + 392(2p1i'1
pai?
—:G 7 51 7 93
! b+p2ﬂg+ T122) + 7 } (z1 — 21) (17)
p3xry P37

3.2 Observador para una clase de sistemas Lipschitz

En el diseno del observador para una clase de sistemas
Lipschitz se considera el siguiente lema.

Lema 1.Una funcion no lineal W(x,u) es llamada Lips-
chitz, si satisface,

| ¥(z,u) =¥(2,u)| <7z - 2| (18)

para cualquier (z, &) € R™, u(t) € R™ y v > 0 es llamada

constante de Lipschitz.
Si el sistema dado por las Ecs. (1)-(3) se reescribe como se

indica en las Ecs. (19)-(20), puede distinguirse facilmente
la funcién ¥ (x, u).

(1)
y(t)

Apz(t) + Bu(t) + ¥ (x(t))
Cx(t)

(19)
(20)
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donde z(t) € R3 es el vector de estado, y(t) € R es la
salida del sistema y el resto de matrices es:

-pn 0 0 0
Ap,=10 —p2 p3|, B=|0
0 0 —-N "
—z1(t)z2(t) + p1Gy
W(ax(t)) = “paly (21)
0

La ecuacién del observador Lipschitz estda dada por:
2(t) = Ari(t) + Bu(t) + ¥(2(t)) + L(y(t) — Ci(t))
(22)

donde L = [L; Ly L3]" es la matriz de ganancia del
observador. El error se define como e(t) = x(t) — Z(t)
y la dindmica del error se muestra en la Ec. (23).

é(t) =i(t) — i(t) (23)

En la Ec. (23) se reemplaza el valor de #(t) de la Ec. (19)

y el de a%(t) de la Ec. (22), simplificando las operaciones,
resulta: ~
é(t) =(Ap — LC)e(t) + ¥ (x(t)) (24)
donde W (z(t)) = ¥(x(t)) — ¥(&(t)). Luego, es propuesta
una funcién de Lyapunov:
V(e) =elPe>0 (25)

donde P = P7T es una matriz positiva definida. La

derivada de la funcién candidata (25) es:
V(e) =éTPe+ el Pé (26)

Reemplazando la Ec. (24) en (26) y resolviendo se obtiene
la Ec. (27).

V(e) =eT[ATP - CTLTP + PAL — PLCle
40T () Pe + T PU ()

(27)

Para acotar la derivada de la funcién de Lyapunov dada
en (27), como muestra Ramos-Herndndez et al. (2023), se
usa la condicién Lipschitz de la Ec. (18) y se llega a la
desigualdad (28).

Y2l e—0T (x)¥(z) >0 (28)

Esto es valido para cualquier 4 > 0 que multiplique todos
los términos de la desigualdad (28), entonces:

ov2ele — 00T ()W (z) >0 (29)
Agregando el término de la Ec. (29) a la Ec. (27), se
obtiene:
V(e) <eT[ATP - CTLTP + PA— PLCJe
+0 T (z)Pe 4 T PU(x) 4 672 e
—o0T ()0 (z)
Para evitar la bilinealidad en la desigualdad matricial
y efectuar su resolucién se hace Q = PL. Asi que la

desigualdad (30), se puede expresar de manera matricial
de la siguiente manera:

(30)
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Vie) < [e7 ¥7(2)] Q [ wfx)} (31)

donde:

_|ATP - CTQT + PA—QC +6+%*13 P
Q= P 51| 32

I3 es una matriz identidad € R3*3. Se garantiza que el
error de estimacién converja a cero cuando P = PT es una
matriz definida positiva de dimensiones apropiadas y € es
definida negativa. Ademas, para obtener las ganancias del
observador se debe resolver L = P~1(Q).

La estimacion de cada una de las variables de estado
del observador de la Ec. (22) se estiman mediante las
siguientes ecuaciones:

1 = —(p1 + 22)T1 + p1Gy + Ly (1 — 1) (33)

Ty = —paZo + p3(@3 — Ip) + La(v1 — 1) (34)

. t

.’23:7Ni'3+¥+113(1'17i'1) (35)
T

4. CONTROL NO LINEAL BASADO EN
OBSERVADOR

Se emplea el control basado en observador utilizando la
técnica de linealizacién por retroalimentacion para lograr
la regulacién de la glucemia en personas con DMT1. El
sistema de las Ecs. (1)-(3) es de una entrada y una salida
que puede ser escrito como en la Ec. (5) con los valores
de la Ec. (6).

Se calcula el grado relativo r del sistema, que se define
como el numero de veces que se deriva la salida con
respecto al tiempo para obtener la entrada, esto puede
hacerse con las derivadas de Lie como se indica en
Lézaro Zermenio (2017). El sistema tiene grado relativo
r si se cumple:
LyLih(z) =0, i=0,... (36)
Ly L h(z) #0 (37)

Aplicando en la Ec. (36) y la Ec. (37) los valores de
matrices dados en la Ec. (6), se obtiene:

,r—2

Lyh(z) =0 (38)
LyLih(z) =0 (39)
LyL3h(z) #0 (40)

De acuerdo al resultado anterior, el grado relativo del
sistema es r = 3 igual al orden n del sistema glucosa-
insulina mostrado en este trabajo. Si m = r entonces se
realiza la transformacién de coordenadas &(x) como se
muestra en la Ec. (7) y resulta:

21 =P1(x) =24 (41)
2y = Pa(x) = —(p1 + z2)21 + P1Go (42)
z3 = P3(x) = z1(p2w2 + p3(lp — 73))

—(p1 +22)(MGo — (p1 +22)21)  (43)

En la linealizacién por retroalimentacion, la ley de control
més conveniente (Isidori, 2013) estd dada por:
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() = (U + o(e)
donde a(z) = LgL%h(x) y b(z) = L‘;’ch(x). Al realizar el
cdlculo se obtienen las Ecs. (45) y (46).

LgLih(ar) = —(psz1)/Vi (45)
Lih(z) = [p1Gb — x1(p1 + 2)][p22 + p3(lp — 3)

+ (p1 + 22)°] = [p2w2 + p3(Ip — z3)][221 (p1 + 2)
— Gyp1 + pox1] + Npszias

(44)

(46)

Cuando se remplaza la Ec. (44) en la forma normal del
sistema transformado que se presenta en las Ecs. (47)-
(49):

Z(t) = z(t) (47)
Z(t) = z3(t) (48)
23(t) = b(2) + a(z)u(t) (49)
El sistema resulta en uno lineal y controlable:
2(t) =Az(t) + Bu(t) (50)
y(t) =C=(t) (51)

Con las matrices mostradas en la Ec. (10) y B = [0 0 1]7.

En la Ec. (50) se tiene una entrada auxiliar de control
v(t), donde se puede implementar un control lineal de la
forma:s:

u(t) = —k2(t) (52)

donde k = [k1 ko ks3] es la matriz de retroalimentacién
deseada. Finalmente, la ley de control de la Ec. (44)
resulta en:

7L?h($) + kih(z) + ko Lph(x) + kgLih(as)
LyL3h(x)

u(t) = (53)

La ley de control presentada en la Ec. (53) se implementa
en la siguiente seccién, se reemplazan las variables de
estado reales x1, x2 y x3 por sus respectivas variables
estimadas &1, T2 y T3, donde se emplean dos conjuntos de
valores estimados, uno para el observador de alta ganancia
y otro para el Lipschitz.

5. RESULTADOS

En la Tabla 1 estan los parametros usados en la simulacién
que describen el sistema glucosa-insulina de una persona
con DMT1 (Xavier et al., 2022). Las condiciones iniciales
del sistema son: x1(0) = Gy, 22(0) =0y 23(0) = I.

Se evalia el desempeno de los observadores ante la presen-
cia de perturbaciones, iniciando la simulacién en estado
estable. La simulacion del sistema del control basado en
observador tiene una duraciéon de 12 horas, se analiza la
ley de control obtenida ante la ingesta de alimentos, con-
siderada como una perturbacién en el sistema. Durante
la simulacién se presentan dos perturbaciones: una en
la primera hora y otra en la séptima hora. La primera
perturbacién consiste en la ingesta de 3/4 de taza de ave-
na cocida, que aporta 15 g de carbohidratos; la segunda
se refiere al consumo de 100 g de chilaquiles rojos, que
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Tabla 1. Pardametros de individuo con DMT1.

Parametro Valor Unidades

Gy 81 mg/dL

I, 1.5 mU/dL

\%; 120 dL

P1 0.028735 min— 1

P2 0.028344 min !

D3 5.035 x 10~° | dL/mU - min?
N 5/54 min 1

kq 0.05 dL

proporcionan 18 g de carbohidratos (Hurtado Gonzdlez
et al., 2023). Para obtener el valor de la matriz k de la
Ec. (52) se eligieron los polos en lazo cerrado p; = —0.1,
p2 = —0.0000006 y p3 = —0.01.

5.1 Observador de alta ganancia

En las Figuras 1 y 2 se muestran los resultados del control
basado en el observador de alta ganancia. En el diseno
del observador se eligié el valor 6 0.0285, ya que
con este valor se obtiene una convergencia adecuada del
observador.

En la Figura. 1 se observa el nivel de glucosa real z; en
la sangre con color negro y con color rojo punteado se
tiene el nivel de glucosa estimado #; por el observador.
Se delimita el valor de hipoglucemia que es menor a
70 mg/dL y el de hiperglucemia mayor a 180 mg/dL. Se
observa como el estado observado intenta seguir al estado
real cuando sucede la perturbaciéon, logrando alcanzar el
valor real aproximadamente una hora y media después de
la perturbacién. El controlador regula la glucosa ante la
perturbacion al regresar a sus valores basales, consideran-
do que la perturbaciéon no permanece por arriba del limite
de hiperglucemia por méas de dos horas.

Glucemia

x1(t)
J—— jl(f)

Limite de hipoglucemia
— — — - Limite de hiperglucemia

mg/dL

)

horas

Figura 1. 1 y Z; del control basado en el observador de
alta ganancia.
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En la Figura 2 se muestran los valores reales de insulina
activa xo e insulinemia x3 con color negro y los valores
estimados T2 y &3 con linea roja punteada. Se puede ver
como el observador se desestabiliza en el momento en que
ocurren las perturbaciones, sin embargo, las variables de
estado estimadas vuelven a converger a los valores reales.

Insulina activa

0.04 : ‘ ‘
Ta(t)
c 0.02 - == 29(t)
E 0 \ ’ \ ’
— \ ’ vz
0.02F \\ /' \ /l 4
\
0.04 : : : : : : : : : : :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Insulinemia
5 : : : ‘ ‘
N LN
251 ll A ,I \\ -
T T,
% or Vo : 1 il
1
S 25) 1 :' ! :' 23(8) -
E 5t 1 L ———-.fg(t),
1 Yy
7.5 V] 1, N
10 L L L L L L \\ L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
horas

Figura 2. xo y &9 (arriba), x3 y 3 (abajo) del control
basado en el observador de alta ganancia.

5.2 Observador Lipschitz

En las Figuras 3 y 4 se representan las variables de estado
del sistema del control basado en el observador Lipschitz,
para el diseno de este se eligiéo 6 = 10 y se obtuvieron los
valores de L = [5 0.000012 0.02]7.

En la Fig. 3 se muestra cémo el valor de glucemia
estimada 1 de color rojo punteado converge al valor real
x1 de color negro a pesar de la perturbacién, en contraste
con el observador de alta ganancia. También se observa
que el controlador logra su objetivo al regular la glucosa y
que las perturbaciones no permanecen fuera de los limites
de normoglucemia, en la hiperglucemia, durante mas de
dos horas.

En la Fig. 4 se pueden ver las variables de estado estima-
das Zo y Z3 con linea punteada roja y las reales x5 y x3 con
linea negra. Es notorio que el observador es afectado por
la perturbacién en estas dos variables, en menor medida
comparado con la Fig. 2.

En la Fig. 5 se tiene la grafica de la ley de control: con
azul el control basado en el observador Lipschitz up (t) y
con rosa el control basado en el de alta ganancia uqg(t).
Se puede notar que los errores de las estimaciones de
estado afectan a wqy(t), esto hace que la ley de control
resulte en valores negativos, lo que no es viable para
este sistema biol6gico. En cambio, la ley de control ur,(t)
es una opcién mas idénea para el sistema porque en
ausencia de perturbaciones se garantiza que la dosis de
insulina permanezca en un valor constante y estable.
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Glucemia
300 T T T T
L z1(t) ]
201 e i)
260 [ Limite de hipoglucemia |
— — —-Limite de hiperglucemia
240
220
200
o
S 180
IS

60 I I I I I I

horas

Figura 3. z; y 2; del control basado en el observador

Lipschitz.
5 x10° Insulina activa
15 ajZ(t) )
c - 21 0]
= ;7 ~ - / S~
g 0
A5 4
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
horas
Insulinemia
2 T T T T
/ .’l?,g(t)

L hY \ 4
RN I\ LN - = &t
Q ] 1 ~ 1 ~
-) 5
IS

125 )
’

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

horas

Figura 4. 2o y &5 (arriba), x3 y 23 (abajo) del control
basado en el observador Lipschitz.

Ademads, cuando se produce la ingesta de alimentos,
esta ley de control incrementa adecuadamente la accién
de la aplicacién de insulina, evitando que estos valores
disminuyan o incluso resulten negativos.

Se calcul6 el indice de desempeno ISE, por sus siglas en
inglés, para determinar cudl observador presenta menor
error (Tabla 2), teniendo como resultado que el de mejor
desempeno es el observador Lipschitz.

Tabla 2. Indice de desempeno ISE para los

observadores.
Variables | Alta Ganancia Lipschitz
1 142,118.6928 219.6328
T 0.04755 5.0298 x 1077
x3 4,049.8897 6.7868
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Insulina exégena

100 : : : : : : : : : :
50 1 ] q
£ 1! 1
g or 1 1 1 1 i
2 50t V) 1 ! - = 'ua_q(t)
S , 1 u(t)
-100 \ \ 1 4
y 1
150 : : : : : : L : : :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
horas
ur(t
100 tag (1) 90 1)
50 75
£ 0 60
£ 45
2 50
€ 30
-100 15
'150c>v—c\|m<rmu:>r\oomvc_>:§ Oov—mmvmw:\oomgzg
horas horas

Figura 5. Ley de control basada en el observador de alta
ganancia y en el Lipschitz.

6. CONCLUSION

Ambos observadores presentados, el de alta ganancia y el
Lipschitz logran converger al valor real de cada estado
frente a las perturbaciones, aunque sucede en tiempos
distintos. Sin embargo, la convergencia no es el Unico
aspecto importante para considerar.

Los resultados del observador de alta ganancia muestran
que aunque el observador converge a las variables de
estado reales, la perturbacién afecta en gran medida a
la ley de control, especialmente al incrementar dicho
parametro, llegando a resultar valores negativos para esta.
Asi que, esta ley de control no es viable para el sistema
biolégico en cuestién, ya que la insulina inicamente puede
ser aplicada no extraida del individuo, accién que es
sugerida por esta ley obtenida. Para el sistema glucosa-
insulina se requiere de precision en la estimacion de
las variables de estado para obtener una ley de control
confiable, de lo contrario, el consumo de alimentos podria
provocar hiperglucemia en personas con DMT1, lo que
afectarfa seriamente su salud. Otro aspecto a considerar
es el efecto del pico en la respuesta transitoria en este tipo
de observadores, lo cual podria resultar fatal.

Por otro lado, el observador Lipschitz también alcanza
la convergencia de las variables de estado reales, sin que
la perturbacion afecte considerablemente los resultados
esperados en la ley de control. Esta ley de control con-
sidera que se necesita una infusién constante de insulina
para mantener niveles de glucemia saludables, y cuando
ocurra una ingesta de alimentos se aplique insulina en
proporciones mayores que permitan regular la glucemia.

En cuanto al disenio del observador de alta ganancia, se
tiene el desafio de ajustar un solo parametro de sinto-
nizacién, 6. El aumentar este parametro puede resultar
perjudicial, a pesar de acelerar la convergencia de las
variables de estado, ya que el error converge a cero, porque
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puede generar un peor desempeno en la ley de control.
En cambio, para el diseno del observador Lipschitz se
considera la constante de Lipschitz v y el valor de ¢
propuesto, valores que son necesarios para calcular la
matriz L, la cual contiene tres elementos que permiten
ajustar la ecuacion del observador de una mejor manera.
Esto permite obtener una ley de control mas adecuada.

La caracterizacién mediante el indice de desempeno ISE
permite concluir que el que observador con un mejor
desempertio es el Lipschitz. Este rendimiento se refleja en
la ley de control aplicada al sistema de glucosa-insulina
presentado.
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