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Abstract: This paper presents the design of an observer for a nonlinear model that describes
the T and II Types of Diabetes Mellitus. The model includes a sigmoid function to represent
the behavior of a discontinuous nonlinear function. Therefore, we give the conditions for the

required gains for the observer’s convergence.
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1. INTRODUCCION

La Diabetes Mellitus (DM) es un desorden metabdlico
crénico caracterizado por un estado persistente de
hiperglicemia, el cual puede conducir a complicaciones
de no ser controlado oportunamente, Stolfi et al. (2020).
En consecuencia se han explorado técnicas para predecir
el inicio y la progresion de la enfermedad con el
objetivo de mejorar la calidad de vida del paciente.
Los estudios han demostrado que la progresion de la
diabetes puede ser detenida o retrasada siempre y cuando
el paciente siga un estilo de vida saludable y tome
la medicacién apropiada, Islam et al. (2020). En el
caso de la DM un desafio clave en el desarrollo de
modelos predictivos precisos es la diversidad de las
técnicas utilizadas en estudios previos, lo que dificulta la
identificacién de algtin enfoque éptimo, Fregoso-Aparicio
et al. (2021). Ademds, la falta de descripcién en
torno a las variables y parametros utilizados en estos
modelos reduce su interpretabilidad, limitando su utilidad
clinica. Para abordar estas limitaciones, los estudios han
propuesto técnicas avanzadas, como nuevos métodos de
extraccion de caracteristicas y cadenas de procesamiento
de aprendizaje automaético, permitiendo una prediccién
a largo plazo de la DM maés precisa e interpretable,
Riihimaa (2020). Se considera que desarrollar un
observador para los modelos de Diabetes Mellitus tipos
1y 2 (DMT1 y DMT?2) enriquece el estado del arte en
el tema aportando estrategias de tratamiento segun el
tipo de DM a estudiar. En este articulo se presentan dos
observadores para estimar los estados que representan
la dindmica de la DMT1 y DMT2 respectivamente,
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considerando la medicién de la glucosa en el plasma.
De esta forma se puede predecir el comportamiento
de la enfermedad en corto y mediano plazo para
tomar la decision de los tratamientos adecuados para el
control de la enfermedad. La estructura de este trabajo
es como sigue, a continuacién se presenta el modelo
matematico, el andlisis de puntos de equilibrio y diseno
de observadores. Después de presentan simulaciones
numéricas y finalmente las respectivas conclusiones.

2. ANALISIS

Lombarte propone un modelo que describe tanto DMT1
como la DMT2 a través de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, Lombarte et al. (2013).

T1 = —kex1 + k124 + k72, (1)
j?g = —kgl‘g, (2)
j?g = —k‘al‘g, (3)

&a4 = —ka(x1 — Ip;) — ks — kox1 + koxs — ks (x4 — Gu){f,)

4
iy = ks(ve — Gu)H; (5)
donde x;(t) representa la variacién de insulina en el
plasma (pmol/l), z2(t) la cantidad de insulina en el
compartimiento subcutdneo, x3(t) es la cantidad de
glucosa en el sistema digestivo (mg), z4(t) nivel de glucosa
asociado al plasma (mg/dl), y z5(t) es la cantidad de
glucosa en la orina (mg).

El sistema (1) - (5) presenta un término no lineal H
definido como
o 0 si .T4(t) S Gu
H{za) = { 1sixa(t) > Gy - (6)

Los parametros k, representan tasas de cambio, a
excepcion de k3 que es un parametro consecuencia de
la actividad de los tejidos independiente a la insulina,
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por su parte I,; es un pardmetro que representa el nivel
de insulina en el plasma cuando el higado cambia de la
captacién de glucosa a la produccién, y G, el valor del
nivel de glucosa cuando esta comienza a excretarse en la
orina. Los paramétros varian ya sea analizada la DMT1
o DMT2. En el caso particular de la DMT2, el modelo
no considera la influencia de xz3(t) por lo que (2) no es
considerada en la dindmica del sistema. Los valores se
muestran en la Tabla 2.1, Lombarte et al. (2018).

Tabla 2.1. Definicién de parametros

Pardametros DMT1 DMT2
ka 0.206 0.060
ko 0.160 0.026
k1 0.002 0.330
ko 0.0067 0.000235
ks 2.244 2.342
k4 0.017 0.008
ks 0.009 0.258
ke 0.170 0.052
k7 2.397 -
ks 0.934 -
Gy 352.4 232
Ip; 156.3 1103.9

La discontinuidad causada por H se puede representar a
partir de una funcién sigmoide, Gamboa et al. (2022). La
funcién queda definida por

1

Hi(zq) =+ T ea@—0n

(7)

donde ¢ = ¢1 (x4 — Gy).

De la dindmica (1) - (5), el estado 5 no se utiliza en el
resto de los estados, comportandose entonces como una
salida; en un sentido biolégico, la cantidad de glucosa en
la orina es consecuencia y no causal de la interaccién de
la glucosa e insulina en el sistema digestivo, plasma y
en el compartimiendo subcutdneo, Copado and Sanchez
(2019). Con el objetivo de mostrar la semejanza entre el
modelo no lineal y su alternativa a través de una funcién
sigmoide (7), se realiza el andlisis de estabilidad con los
primeros cuatro estados para la DMT1, y con los estados
r1, x3 y x4 para la DMT2, asi como el diseno de un
observador para cada caso. En la Figura 1 se ilustra como
se llevo a cabo esta comparativa.

[Modelo Diabetesj

(DMT1)

Sigmoide @[@ Sigmoide @[@

Figura 1. Comparacién entre las dinamicas del sistema
bajo distintas condiciones.

(D™MT2)

3. ANALISIS DE PUNTOS DE EQUILIBRIO PARA
LA DMT1 Y DISENO DE OBSERVADOR

3.1 Andglisis para la DMT1 considerando la funcidn

H1 (£U4)

Se determina el punto de equilibrio P* para el sistema (1)

- (4)
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k
P = (1@,0,0@1) : (8)
ke
donde para obtener x} se debe resolver

k
—(kg + k4) (k;l‘j;) —|— ]C4Ipi — kg — k5(xz — Gu)Hl = O,
(9)

considerando (7) en (9) asi como los parametros definidos
en la Tabla 2.1, bajo la propuesta de valores extremos
c; = 5000 y ¢ = 0.0001 que permiten asemejar el
comportamiento de H; con H, la ecuacién no lineal
(9) se resuelve por método numérico obteniendo zj,
Agud Albesa (2020). Se define el punto de equilibrio P*
como

P* = (4.54504, 0,0, 386.32801) .

Con el fin de analizar la estabilidad alrededor de P* se
define el Jacobiano del sistema (1) - (5) como:

01700 2.3970 0 0.0020
0 —0.9340 0 0

J = 0 0 —0.2060 ol (0
0.0237 0 0.1600 —0.0090

Por el método indirecto de Lyapunov, se analiza la
estabilidad local, obteniendo J|p., con valores propios
dados por A = (—0.1697,—-0.0093, —0.9340, —0.2060),
dado que los valores propios son reales negativos, se define
que P* es local asintéticamente estable, Lyapunov (1992).

Para comparar el comportamiento del sistema con la
consideracién de la funcién H;(z4), asi como la dindmica
original con H, se realiza el andlisis cuando H = 1y
H=0.

3.2 Andlisis del sistema para DMT1 considerando H = 0

De (1) - (4) se define a Py:
k4[ i k’g k‘ﬁ k4I i kg
pPr=(=2 00— —2—"2)), 11
! (k2+k4 k1<k2+k4 )) (11)
P = (17.4304,0,0,1481.5823) . (12)

Para el andlisis de estabilidad local en Py, se obtiene el
Jacobiano del sistema (1) - (4)

—0.1700  2.3970 0 0.0020
0 —0.9340 0 0

J = 0 0 —0.2060 0 (13)
—0.0237 0 0.1600 0

El andlisis de estabilidad local, a través del método
indirecto de Lyapunov, permite describir la dindmica
alrededor de P; mediante el signo de la parte real
de los wvalores propios de J P Se encuentra que

A = (—0.1697, —0.0003, —0.9340, —0.2060), definiendo asi
estabilidad asintética local alrededor de Py.

3.8 Andlisis del sistema para DMT1 considerando H = 1

De (1) - (4) se define Py

Py = (kym,0,0, kem),
Guks — k3 + Ipika
ky(kg + ka) + kske

(14)

donde m = . Se tiene entonces
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P = (4.54507,0,0,386.331) . (15)

El andlisis de estabilidad local requiere calcular el
Jacobiano cuando H = 1:

—0.1700 2.3970 0 0.0020
0 —0.9340 0 0
J= 0 0 —0.2060 o (0
—0.0237 0 0.1600 —0.0090
se analiza la estabilidad local a través del
método indirecto de Lyapunov. Calculando los
valores propios de J Py S encuentra A =
(—0.1697, —0.0093, —0.9340, —0.2060) definiendo

estabilidad asintética local en Ps.

3.4 Comparacion para el sistema que representa la DMT1

Los puntos de equilibrio entre la dindmica con la funcién
sigmoide y con la consideracién de H = 1 son similares.
En el supuesto que z4(0) > G, implica que la propuesta
de Hi(z4) y el caso H = 1 comparten la misma
trayectoria, convergiendo en el mismo punto de equilibrio
siendo congruente con los resultados en la Tabla 3.1
(ver Figura 3.2), la trayectoria conserva la condicién
x4 > G, = 352.4 hasta llegar a su punto de equilibrio.
Cuando z4(0) < G, la propuesta de Hj(z4) con la
dindmica presentada de H = 0 igualan su trayectoria,
no obstante, a partir del punto de equilibrio para el caso
H = 0, se observa que eventualmente x4 cumplird la
condiciéon x4 > G, con lo que, la dindmica terminara
por ser la propuesta cuando H = 1 (ver Figura 3.3),
la trayectoria mantiene la condicién x4 < G, durante
menos de dos minutos, para luego superarla y mantener
el comportamiento cuando H = 1. La trayectoria con el
uso de Hy(z4) se adecia a este comportamiento.

Tabla 3.1. Comparacién de puntos de
equilibrio para la DMT1.
- | @i | a5 | a5 | @
Funcién sigmoide 4.545 0 0 386.328
H=0 17.430 0 0 1481.58
H=1 4.545 0 0 386.331
1600 r; = 1481.58 para H =0
1400 F 0 asseemeememeeeeeeeee
S =
- 1200 ¢ e ’ *a..‘
= o’ »
= o
g[‘: 1000 i (!”' ‘;
=} o Y
e e %
= 800 == — | \
g | e, H=0] %
600 ¢ H_1 \
400 f---mmmmmmem e aeaae o
ry = 386.33 para H, y H=1
200 ‘ ’ )
10° 10
Tiempo (t) [min]

Figura 3.2. Comparacién de nivel de glucosa en el plasma
con x4(0) = 800 > G,,.
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Figura 3.3. Comparacién de nivel de glucosa en el plasma
en escala logaritimica, con x4(0) = 200 < G,,.

3.5 Diseno de observador para DMT1

El diseno de observador ha sido abordado para
otros modelos como el Modelo Minimo de Bergman,
Castro-Gémez et al. (2022). En contraste, en este trabajo
se propone el diseno del observador considerando un
modelo con un término no lineal H abordado a partir
de una funcién sigmoidal Hy (7). El observador disefiado
considera la lectura del estado x4 que representa el nivel
de glucosa en el plasma y puede ser leido a través de
un glucémetro, Lépez et al. (2012), y dado que H; estd
en funcién de este, la incertidumbre provocada por la no
linealidad en el observador queda compensada. Con ello
se puede tratar el sistema como lineal disenando asi un
observador. La matriz de observabilidad O de (1)-(4) es
de rango 4, con lo que el sistema es observable.

Dado que se medira x4, se define C' como

C=[0001]. (17)

con f(X) = [0,0,0, Hy(z4)]T el término no lineal. La
matriz de observabilidad A, = A — LC, estd dada por

A, =A-LC, (18)
—ke kr 0k, — L
B 0—ks O —Lo
A, = 00—k —L.| (19
*kg — k4 O ko *L4

considerando los valores de los parametros, se establecen
desigualdades para que A, sea Hurwitz. Esto permite que
se cumpla el objetivo del observador e(t) = z(t)—Z(t) — 0
cuando t — oco. De esta forma se debe cumplir

Li+131>0, (20)
01
S 21
L,+1.31 >0, (21)
1.0 (L4 + 131) 03 = 3255 ) (Ly + 1.31)
— >0, (22)
o1
0y >0, (23)

donde

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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o1 = 0.02702 Ly + 0.05681 Ly — 0.17664 L
— 0.38620 Ly + (L4 + 1.31) (0.16 L
—0.0237 Ly + 1.31 Ly+

0.38625) — 0.03276, (24)

o9 = 0.02540 Lz — 0.01170 L, — 0.00456 L1+
0.03271 L4 + 0.00001, (25)

o3 = 0.17664 L3 — 0.05681 L, — 0.02702 L1+
0.38620 L4 + 0.03276. (26)

Por lo tanto, el observador queda definido como:

Ty = —ke@1 + krda + kidg + Ly (24 — %), (27)
i‘g = —kgZo + L2($4 — £4), (28)
&3 = —ka®s + Ly(z4 — 34), (29)

:i'4 = _(kQ + k4)f1 + koZz — k5(1'4 - Gu)H1+
kylp; — k3 + La(xq — Z4), (30)

En este trabajo no se contempla la optimizacién de las
ganancias de acuerdo a criterios especificos de desemperno.

4. ANALISIS DE PUNTOS DE EQUILIBRIO PARA
LA DMT2 Y DISENO DE OBSERVADOR

4.1 Andlisis para la DMT2 considerando la funcion
sigmoide Hi(x4)

En el caso de la DMT?2, el modelo estudiado no considera
a x2 en la dindmica. Por consiguiente, el sistema de EDQ’s
(1) - (4) se ve modificado anulando la presencia de ese
estado en particular. Igualando la dindmica (1), (3) y (4)
a cero y resolviendo el sistema se encuentra el punto de

equilibrio Q*
= -—x4,0,2;].
Q <k6 4 4

Para obtener z} se resuelve (9) con los pardmetros para
la DMT2. Se tiene que

Q" = (788.340090, 0, 124.22329) .

(31)

(32)

Para el analisis de estabilidad local en Q* se tiene que el
Jacobiano del sistema es

—0.0520 0 0.3300
0 —0.0600 0
—0.0082 0.0260 —2.58 x 10~°

J= . (33)

donde ¢ = ¢1(x4 — Gy).

Los valores propios de JQ* son A = (—0.02613 +
0.0452585, —0.0600), los valores propios son complejos,
con lo que se tiene un comportamiento oscilatorio
alrededor del punto de equlibrio, no obstante dado que

la parte real es negativa se define estabilidad asintética
local alrededor de @Q*.

4.2 Andlisis para la DMT2 considerando H = 0

El sistema presenta un punto de equilibrio Q7

https://doi.org/10.58571/CNCA.AMCA.2024.008
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kalpi — ks ke (kalp; — k3

Ql ( ko +ky ’kil( ko + k4 >>7 (34)
Q7 = (788.00243,0,124.17008) . (35)
Se define el Jacobiano como
—0.0520 0 0.3300
J = [ 0 —0.0600 0] , (36)
—0.0082 0.0260 0

donde los valores propios con la evaluaciéon de los
pardmetros son A = (—0.02600+0.045185, —0.0600), dado
que la parte real del sistema es negativa, se encuentra
estabilidad asintética local en Q7.

4.8 Andlisis para la DMT2 considerando H = 1:

El sistema tiene como punto de equilibrio @3, con

Q; = (klma 07 ka) ) (37)
Guks — ks + I,k .
donde m = o (kzj n ki)—: 25];;. Se tiene entonces
Q35 = (1357.04268, 0,213.83703) . (38)
Se tiene el Jacobiano del sistema
—0.0520 0 0.3300
J = 0 —0.0600 0, (39)

—0.0082 0.0260 —0.2580

donde, aplicando el método indirecto de Lyapunov, se
analiza la estabilidad local en ()3, obteniendo los valores
propios A = (—0.06617, —0.24383, —0.0600), permitiendo
definir estabilidad asintética local en Q3.

4.4 Comparacion para el sistema que representa la DMT2

Los puntos de equilibrio entre la dindmica con la funcién
sigmoide y con la consideracién de H = 0 son semejantes.
En este escenario G 232, en el supuesto de que
24(0) > G, se observa que x4 decrece para cumplir con
ry < G, siendo dominante la condicion de H = 0 hasta
mantenerse en su punto de equilibrio (ver Figura 4.1),
el comportamiento con Hj(z4) se asemeja cuando H =1
hasta cumplir 24 < G,,. Si se tiene x4(0) < G,, (ver Figura
4.2), la dindmica dominante es la de H = 0. En ambos
escenarios, el uso de Hj (z4) se adectia al comportamiento
de H = 0, la dindmica de z4 se estabiliza en el punto de
equilibrio para H = 0 manteniendo esta condicién para
todo tiempo t. La Tabla 4.1 muestra la comparacién de los
puntos de equilibrio cuando se toma la funcién sigmoide.

Tabla 4.1. Comparacién de puntos de
equilibrio para DMT?2
- I o |
Funcién sigmoide | 788.340 0 124.223
H=0 788.002 0 124.170
H=1 1357.04 0 213.837

4.5 Diseno de observador para el sistema que representa
la DMT2

Se plantea el diseno de un observador para el sistema
(1), (3) y (4). Con un andlisis semejante al observador

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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Figura 4.1. Comparacién de nivel de glucosa en el plasma,
con x4(0) = 400 > G,,.

250
ry = 213.84 para H =1
200}
.;E — H|
L 1 T TTTTYrrn H=1
= H=1
5 150 f
T _oZ T = 12 para By y B0 |
100 o™ - :
50 100 150

Tiempo (t) [min]

Figura 4.2. Comparacién de nivel de glucosa en el plasma
con x4(0) = 100 < G,,.

propuesto para la DMT1, se opta por la lectura del estado
x4. De esta forma, la matriz de observabilidad O es de
rango 3 siendo asi el sistema observable.

El observador se plantea a partir de

X = A, X + f(X) + Ly, (40)

con f(X) = (0,0, Hy(z4)]" la parte no lineal. Se tiene una
matriz de observabilidad A,

A, =A—-LC,
ke O ky— Ly
A, = 0 —ky —Ls|, (41)
—ky—ks ko —L3

los valores para las ganancias se basan en el polinomio
caracteristico de A,. Teniendo en cuenta los valores de
los parametros, se permite definir las desigualdades de las
ganancias L para cumplir que A, sea Hurwitz y asegurar
que e(t) = z(t) — Z(t) — 0 cuando ¢ — oo. Se debe de
cumplir

https://doi.org/10.58571/CNCA.AMCA.2024.008
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Ly +0.112 > 0,
(42)
05
“Lro1z Y
(43)
0.00135L5 — 0.00049L4 + 0.00312L3 + 0.00016 > 0,
(44)
donde
04 = 0.026Ly — 0.00824L; + 0.112L3 + 0.00584, (45)
o5 = 0.00135L5 — 0.00049L1 + 0.00312L3—
(L3 + 0.112)04 + 0.00016. (46)
El observador se define como
T1 = —keZ1 + k124 + L1($4 - j4)a (47)
T3 = —kaiz + Lo(rq — 24), (48)
‘%4 = 7(]{32 + k4)§71 + koZz — k5($4 - Gu)H1+
/C4Ipi — ks + L3($4 - i4), (49)

donde Hi(x4) estd en funcién de z4.

Como ya se menciond, en este trabajo no se contempla
la optimizacién de las ganancias de acuerdo a criterios
especificos de desempeno.

5. SIMULACIONES NUMERICAS

Observador para DMTI1  Se proponen los valores de
ganancias L; = 200, Le = 300, L3 =500y Ly = 300 y
un retraso para el observador de 100 minutos. En el caso
de la dindmica de X se emplearon condiciones iniciales
21(0) = 10, 22(0) = 10, 23(0) = 800 y x4(0) = 200, para
el observador se definen %1 (0) = 5, £2(0) = 5, Z3(0) = 600
y Z4(0) = 400. Las dindmicas del error se ilustran en la
Figura 5.1.

Observador para DMT2  Se consideran los valores de
ganancia L1 = 10, Ly =20 y L3 = 600 y un retraso para
el observador de 100 minutos. Los valores iniciales para X
son x1(0) = 10, 23(0) = 800 y x4(0) = 200 mientras que
para el observador X se emplean %1(0) = 5, #2(0) = 600
y Z3(0) = 400. Las dindmicas del error se ilustran en la
Figura 5.2.

1000
. -200
400
0 100 200 0 100 200
500 400
£ o} = 200
|
E -500 = 0
-1000 200
0 100 200 0 100 200

Figura 5.1. Error en observador a través del tiempo (en
minutos) para DMT1.
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1000

(1) — &3
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200
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Figura 5.2. Error en observador a través del tiempo (en
minutos) para DMT2.

Tanto para la DMT1 como para DMT2, se aprecia la
tendencia del error e(t) — 0 conforme ¢ — oco.

6. CONCLUSIONES

En este articulo se propone el diseio de un observador
para un sistema no lineal con el empleo de una funcién
sigmoide que emula el comportamiento tipo escalon del
modelo original. La no linealidad se aborda tomando
como medicién el unico estado que la provoca y que a
su vez resulta factible su medicién, generando asi un
observador lineal. Se establecen diversos criterios para
asegurar la estabilidad del observador y se determinan
las ganancias tanto para la DMT1 como para la
DMT2. Se mide la variable de estado que represente
el nivel de glucosa en el plasma, permitiendo la
estimacién de la insulina en el plasma, asi como en el
compartimiento subcutaneo y la glucosa en el sistema
digestivo. Este trabajo permite plantear como alternativa
ante discontinuidades en el sistema, el empleo de una
funcién continua que consigue las dindmicas del modelo
original.

Se considera como trabajo futuro realizar pruebas de
robustez en el observador realizando su implementacién
en Hardware, asi como la sintonizacién de las ganancias
tomando en cuenta criterios de desempeno. Ademds
se buscard el disenio de observadores no lineales que
permitan mejorar las caracteristicas del transitorio.
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