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Abstract: This work presents the analysis and control of the Wood-Berry distillation
column model, a two-input-two-output (TITO) system with time delays. The study is
conducted in the frequency domain, demonstrating the effectiveness of the individual
channel analysis and design framework. Within this framework, the multivariable system is
decomposed into single-input, single-output (SISO) subsystems while preserving the original
multivariable dynamics and delay effects. The individual channel analysis enables: clear
visualization of delay impacts on system stability, design of controllers with robust stability
margins, and the introduction of the delay margin concept as a key design parameter.
The results here presented confirm that classical control techniques—based on Nyquist and
Bode diagrams—can be successfully applied to design effective controllers for this system.
Simulation results of the control system are presented.

Keywords: Multivariable systems, time-delays, linear control systems, control system

design.

1. INTRODUCCION

En este trabajo se analiza y propone un diseno de
control para el sistema Wood-Berry (Wood and Berry
(1973)), un modelo 2x 2 con retardos, el cual, representa
una torre de destilacién. Este sistema ha sido amplia-
mente referenciado en la literatura de control de proce-
sos quimicos (Shen and Yu (1994); Lee et al. (2005)),
destacando por sus fuertes interacciones entre canales y
retardos significativos, lo que lo convierte en un modelo
ideal para evaluar estrategias de control MIMO.

El enfoque que se utiliza es el marco de trabajo de
andlisis y disefio por canales individuales (ICAD por
sus siglas en ingles), para un sistema de 2 entradas-2
salidas con retardos de tiempo. Este enfoque puede ser
aplicado a sistemas multivariables m x m (LEITHEAD
and O’'REILLY (1992); Liceaga-Castro et al. (1995)).

El anélisis por canales individuales permite hacer uso de
técnicas de control clasico para el diseno de control de
sistemas multivariables. Lo anterior es posible gracias
a la formulaciéon que brinda este marco de trabajo, en
la cual, el sistema multivariable es descompuesto en
funciones de transferencia tipo SISO, sin dejar de lado
la interaccion entre canales. Sin embargo, la inclusién
de retardos en este marco no ha sido explorada, a
pesar de su relevancia en aplicaciones practicas (p. €j.,
procesos quimicos, sistemas de transporte con retrasos
o redes de comunicacién). En este articulo, se derivan
las funciones de transferencia individuales equivalentes
para un sistema 2 x 2 con retardos.

Los enfoques convencionales para sistemas MIMO sue-
len emplear esquemas en dos etapas: primero un de-
sacoplador seguido de un controlador. Por ejemplo, en
(Qinling and Zhigiang (2015)) se propone un control
predictivo para el sistema Wood-Berry mediante este
enfoque. Otras técnicas comunes incluyen control por
modelo interno (Mishra and Dan (2013)), control PID
descentralizado (Wutthithanyawat and Wangnippamto
(2018); Maghade and Patre (2012)), control PID frac-
cionario (Kumar et al. (2020)).

El marco de trabajo ICAD comparte la estructura
descentralizada pero introduce diferencias fundamen-
tales. Mientras que en (Wutthithanyawat and Wang-
nippamto (2018)) se emplea desacoplamiento inverso
con parametros PID calculados mediante diagrama de
coeficientes, y en (Maghade and Patre (2012)) se basan
en mdrgenes de fase/ganancia, ICAD ofrece un marco
unificado que, simplifica el diseno mediante anélisis en el
dominio de la frecuencia, permite evaluar interacciones
directamente y proporciona estimaciones intuitivas de
mérgenes de estabilidad.

El articulo se organiza de la siguiente manera, en la
Seccién 2 se presenta una revisién de la formulacion que
brinda el andlisis por canales individuales. En la Seccién
3 se introduce el modelo del sistema Wood-Berry y las
expresiones de los canales individuales. En la Seccién
4 se presenta el diseno de control y finalmente, en la
Seccién 5 se describe el procedimiento propuesto para
la estimacién del margen de retardo.
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2. ANALISIS Y DISENO POR CANALES
INDIVIDUALES

Sea una planta 2 x 2 representada de la siguiente manera.

[91(8)} _ [gms) gu<s>} [m(s)} (1)

Yya(s) g21(5) g22(8) | |u2(s)

Donde g;;(s) representan las funciones de transferencia
individuales, y; las salidas y u; las entradas del sistema.
Considerando un controlador K (s), la senal de entrada
es

U(s) = K(s)E(s) (2)

donde E(s) = R(s) — Y (s), entonces la matriz funcién
de transferencia (MFT) en lazo cerrado es la siguiente.
Gie(s) = (I + G(s)K(s))"'G(s)K(s)R(s) ~ (3)

Ahora, si se considera que el controlador K (s) tiene la
siguiente estructura.
(4)

K (s) = diag{ki1, koo }

Entonces, la relaciéon entrada-salida en lazo cerrado es
la siguiente.

& 1 g
;= i —=h;r; 5
Y 1+CiT 1+ cigj 3T (5)
con i,j = 1,2, donde
ci(s) = kii(8)gii(s)(1 — va(s)hy) (6)

coni,j=1,2y1i+# j, donde las funciones v4(s) y h;(s)
se definen de la siguiente manera.

. 912( )g21(8)
() = G ()gaa(s) "
hj(s) — k]]( )g_]]( ) (8)

1+ kjj(5)g55(s)
con j = 1,2. La funcién v,(s) se denomina funcién de
estructura multivariable, y h;(s) es el lazo cerrado de
kiigii v se le denomina subsistema.

En el desarrollo anterior no se hace ninguna suposicién
sobre la naturaleza de las funciones g;;(s). Para un
desarrollo méas completo de las ecuaciones anteriores
se puede ver por ejemplo (O’REILLY and LEITHEAD
(1991)).

3. MODELO DEL SISTEMA WOOD-BERRY

El sistema Wood-Berry ha sido utilizado como ejemplo
en diversos trabajos sobre el control de sistemas MIMO
con retardos. En este trabajo se considera la forma
particular del sistema que se presenta en (Ali Khaki-
Sedigh (2009)). El sistema tiene la siguiente matriz
funcién de transferencia.

12.8¢=5 —18.9¢—*
| T67s 11 20s+1
Gs) = | \ggers g doms (%)

109s+1 14.4s+1
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Fig. 1. Grafica de Nyquist de ~,.

Para este caso, se propone el uso de un controlador
diagonal que tiene la estructura que se muestra en (4),
y con base en el mismo procedimiento de la seccién
anterior, se obtienen las expresiones de los canales
individuales siguientes.

c1(s) = kirgre *(1 — yah2) (10)
ca(s) = kaagaoe *(1 — yah1) (11)
k11911~ % ko2gaoe™*®

12921 _
:gg e—6s

g11922 T 1+ kigres’ T 1+ koogase™s

El andlisis de la grafica de Nyquist de la funcién de
estructura multivariable permite determinar una car-
acteristica clave del sistema: los ceros de transmision,
definidos como los ceros de (1 —v,(s)) (O’REILLY and
LEITHEAD (1991)). Al aplicar el criterio de Nyquist al
punto (1,0) del plano complejo, es posible establecer si
el sistema es de fase minima o no minima. La funcién
va(8) es la siguiente.

0.5023(16.7s + 1) (14.4s + 1)

Yo = —6s
“ (21s +1)(10.9s + 1)

En la Fig. 1 se muestra la gréfica de Nyquist de v4(s)
para frecuencias positivas tinicamente. La funcién ~,(s)
no tiene polos inestables, y en la Fig. 1 se puede ver
que la gréfica no rodea al punto (1,0). Por lo tanto,
aplicando el criterio de Nyquist se tiene que Z = N +
P=0.

Por lo tanto, el sistema es de fase minima. Sin embargo,
al considerar 73 (s), Fig. 2, la gréfica rodea el punto (1, 0)
indicando la presencia de ceros de fase no minima. Esto
demuestra que, en sistemas con retardos, la ubicacién
de los ceros de transmisién depende del emparejamiento
entre entradas y salidas.

La grafica de Bode de 7, permite evaluar el acoplamiento
del sistema: una magnitud baja de 7, indica bajo
acoplamiento, ya que reduce el efecto de h;(s) (ecs.
(10) -(11)). Se observa que esta caracteristica varia
con la frecuencia. Este método es una alternativa a
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Fig. 3. Grafica de Bode de 7,

criterios como RGA/DRGA (Ali Khaki-Sedigh (2009)).
En este caso, la magnitud baja en todas las frecuencias
confirma un desacoplamiento generalizado, coincidiendo
con la eleccion de configuracién reportada en la lit-
eratura (Wutthithanyawat and Wangnippamto (2018);
Ali Khaki-Sedigh (2009); Maghade and Patre (2012)).
Ademas, al ser de fase minima, =y, resulta la opcién més
conveniente para el disenio de control.

4. DISENO DE CONTROL

Para comenzar con el disefio, ya que hs(s) depende de
kaa(s), se puede considerar la siguiente aproximacién del
canal.

ci(s) = grie *(1 —7a)

Analizando la gréfica de Nyquist de la aproximacién
del canal, se disena el controlador ki; para tener error
cero en estado estacionario. Ya con el controlador k11 el
diagrama de Nyquist se muestra en la Fig. 4.

Con el controlador ki; disponible este se introduce al
canal 2 con el subsistema h;. Una vez disenado el
controlador kos, se obtiene la grafica de Nyquist que se
muestra en la Fig. 5. A continuacién se puede introducir
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Nyquist Diagram
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Fig. 4. Diagrama de Nyquist de canal 1 con control

kiigrie (1 — 7).
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Fig. 5. Diagrama de Nyquist de canal 2 con control
kazgaze™* (1 — v4h1).

ho en el canal 1 y realizar los ajustes necesarios. Como
se puede observar este es un proceso iterativo, hasta que
se obtienen las caracteristicas deseadas y las graficas de
los canales ya no se modifican.

En las Figs. 6 y 7, se muestran las graficas de Bode fi-
nales de los canales 1 y 2 respectivamente. Los mérgenes
de estabilidad logrados son de 19 dB y 45° para el canal
1, y de 15 dB y 100° para el canal 2. Las funciones de
transferencia del controlador final son las siguientes:

2 () = 1252 — 2.885 — 0.2928
s2 +200s’ 2V T s2 + 100s

kll(s) =

También es importante analizar las funciones (1 —~,h;)
y (1 — ~4ha), pues los ceros de esas funciones son los
ceros de los canales. Analizando su gréafica de Nyquist
se puede verificar que el control no introduzca ceros
de fase no-minima a los canales, y que estos sean
estructuralmente robustos, es decir, que no pasen cerca
del punto (1,0) (LEITHEAD and O’REILLY (1991)).
Las graficas de y,h1 y de y,hs se muestran en las Figs.
8 y 9 respectivamente. En ambas figuras se muestra que
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Fig. 6. Diagrama de Bode canal 1. Fig. 9. Diagrama de Nyquist de y,hs.
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las graficas no rodean al punto (1,0) y tampoco pasan 5. CALCULO DEL MARGEN DE RETARDO

cerca del mismo.

En las Figs. 10 y 11 se muestran las graficas de las  En el contexto de ICAD es posible utilizar el concepto de
salidas y; y y2 obtenidas de simular el modelo del —margen de retardo (Sipahi (2019)) en una forma clara
sistema Wood-Berry con el controlador, introduciendo y practica en el sistema de Wood-Berry junto con el
una senal de tipo escalén unitario en ambas entradas. controlador que se disend en la seccién pasada.
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Las condiciones que se toman para este cdlculo son, en
primer lugar, que el sistema libre de retardo es estable,
es decir para cuando 71 = T2 = To1 = T2 = 0. A
continuacion, se calculan los valores 77 y 75, para los
cuales el sistema tiene polos sobre el eje imaginario, de
la forma sy = +jw.

Que el sistema tenga polos exactamente sobre el eje
imaginario significa que la grafica de Nyquist pasa ex-
actamente por el punto (—1,0), esto se puede traducir
como dos condiciones, una de magnitud y una de fase.
Considerando la notacién del andlisis por canales in-
dividuales para sistemas 2 x 2, las condiciones que se
mencionan son las siguientes.

lci(jw™)| =1
bm =7 —arg{c;(jw")} =0

Donde ¢,, representa el margen de fase del canal. El
sistema multivariable se encuentra en el umbral de la
inestabilidad si se cumple la ecuacién (13). El margen
de fase se mide a la frecuencia de corte w*, entonces con
la ecuacién (12) se puede determinar el valor de dicha
frecuencia w*. Tomando como ejemplo la ecuacién (10)
del canal 1, la ecuacién (12) quedaria de la siguiente
manera.

(12)
(13)

ler ()| = [k11 (Gw™) g1 (G = 7a (™) h2(jw™)] = 1

Como se puede apreciar, el retardo e ™! se simplifica
al momento de evaluar el médulo. Aunque el retardo
Too sigue apareciendo en el término del subsistema ho
se puede introducir su valor nominal para no tener
dependencia de su valor y asi obtener una ecuacién en
funcién de w*. Una vez encontrada la frecuencia de corte
w*, esta se puede introducir a la ecuacién (13) esto es:

7 —arg{e1(jw)} = 0
7 — farg{k11 (jw*)g11 (G ) (1 — 7a (" ha(jw®))} —w'riy] = 0

El valor del retardo 711 aparece explicitamente en la
ecuacién anterior, entonces se puede despejar y obtener
la siguiente ecuacién.

1 = b (arg kG g (o) (1~ a2 (o))
(14)

Las mismas ecuaciones se pueden considerar para el
canal 2, obteniendo una expresién similar a al ecuacién
(14) pero para el retardo Teo. También es importante
mencionar que el enfoque anterior tiene restricciones
y limitaciones en el sentido de que, para los céalculos
que se realizan, se hace la consideracién que un retardo
permanece fijo y el otro varfa. Para el canal ¢;(s), el
retardo que se considera fijo es o5 y el retardo que se
varia es 7q1.

Como 759 también aparece en el canal ¢;(s), también se
puede calcular su valor critico a partir de la ecuacién
de c1(s). Es importante hacer notar que, en ¢(s), el
retardo oo aparece en el subsistema ho de la siguiente
manera.
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Fig. 12. Diagrama de Bode c; en la frecuencia de corte.
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Fig. 13. Diagrama de Bode c2 en la frecuencia de corte.
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Fig. 14. Diagrama de Bode h; en la frecuencia de corte.
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Como se puede ver, el subsistema ho(s) es la funcién
de transferencia en lazo cerrado de koogose™ ™22 con
realimentacién negativa unitaria. Para el caso particular
del sistema Wood-Berry, los subsistemas hi(s) y ha(s)
deben de ser estables. Bajo esa condicién, es posible
calcular el valor critico de 73,. Puesto que la funcién
de transferencia en (15) se puede considerar como un
sistema de una entrada y una salida con realimentacion,
es posible recurrir al enfoque presentado en (Sipahi
(2019)) para determinar el valor critico del retardo.

Las Figs. 12 y 13 son los diagramas de Bode de los
canales 1 y 2 respectivamente. En ellas se muestra
la frecuencia de corte w*. Los diagramas de Bode de
los subsistemas h; y ho se muestran en las Figs. 14
y 15 respectivamente. En ellas también se encuentra
senalada la frecuencia de corte de cada una. Los datos
que se obtienen de las graficas de Bode se ocupan en la
ecuacién (14) para calcular el margen de retardo.
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Fig. 15. Diagrama de Bode hg en la frecuencia de corte.

En el cuadro 1 se presenta el resumen de los resultados
obtenidos del cédlculo para el margen de retardo de
ambos canales.

Table 1. Valores criticos y frecuencias w* por

canal
Canal 1 Canal 2
w* Valor critico (s) w* Valor critico (s)
11 0.08 9.82 0.078 8.389
T22  0.048 30.129 0.029 52.472

Cabe recalcar que en simulaciones, el sistema multivari-
able es inestable para cuando 711 = 12 y por otro lado
para Too = 32.

6. CONCLUSION

En este trabajo se extendié el marco de andlisis y
diseno por canales individuales (ICAD) a sistemas 2 x 2
con retardos. Se demostré que la formulacién ICAD
puede adaptarse a este tipo de sistemas, permitiendo su
analisis mediante graficas de Bode y Nyquist. Ademads,
se disenné un controlador utilizando técnicas de control
clasico, aprovechando sus ventajas: transparencia en el
diseno, herramientas intuitivas y evaluacién de robustez
mediante margenes de estabilidad.

Finalmente se present6 una manera de abordar la es-
timacién del margen de retardo para el sistema con el
control disenado. En los resultados de los margenes de
retardo se presentan pequenas discrepancias con los re-
sultados obtenidos con simulaciones, una posible causa
pueden ser las restricciones que se imponen para realizar
los céalculos, estas son que un retardo permanece fijo
mientras otro varfa. El procedimiento presentado para
el célculo del margen de retardo es posible gracias a la
estructura elegida para el controlador, esto es, un con-
trolador diagonal. Es importante mencionar que esto no
pasa si se quisiera analizar controladores no diagonales.
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