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Abstract:

This paper tackles the Bispectral Index (BIS) regulation problem in automated

anesthetic procedures using propofol and remifentanil simultaneously. The controller design is
based on an interval predictor that does not require any filtering or observer design to estimate
the drug concentrations on the patient’s effect—site, and only the direct measurement of the BIS
signal and the knowledge of a feasible interval of initial condition are needed. The design takes
into account the pharmacodynamic and pharmacokinetic models and ensures the convergence
of the regulation error to a compact set around the origin despite perturbations.
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1. INTRODUCTION

La automatizacion en la administracién de anestesia es un
campo en constante evolucién que busca mejorar la pre-
cision y seguridad en la dosificacion de farmacos durante
procedimientos quirtrgicos (Coeckelenbergh et al. (2024)).
El proceso de anestesia implica la privacién de sensibilidad,
hipnosis y arreflexia en el paciente mediante agentes far-
macolégicos para garantizar un estado 6ptimo de hipnosis
profunda (DOH), supresién del dolor y reduccién del movi-
miento y reflejos. Comunmente, los anestesiélogos expertos
regulan de forma manual las tasas de infusién de anestesia
basandose en los parametros fisiolégicos del paciente, lo
que requiere de experiencia y monitorizacién continua (ver
Bibian et al. (2005) y Nascu et al. (2015)).

Los estudios introducidos en Liu et al. (2006), Milne et al.
(2003) y Struys et al. (2001) demostraron que los sistemas
de control de lazo cerrado basados en un modelo dinamico
para la administracién de propofol pueden lograr resulta-
dos comparables a la administracion manual por un anes-
tesiologo. Investigaciones més recientes, tales como Merigo
et al. (2019), Ramirez-Barrios et al. (2023) y Schiavo et al.
(2022), han extendido este enfoque a la combinacién de

dos farmacos, remifentanilo y propofol, utilizados para la
relajacion muscular y analgesia del paciente. El modelo
matematico comtinmente utilizado se basa en los modelos
farmacocinéticos (PK) y farmacodindmicos (PD) del pa-
ciente, junto con el llamado Indice Biespectral (BIS). El
BIS es un indicador ampliamente aceptado para evaluar el
estado hipnético obtenido del electroencefalograma (EEG)
del paciente. Entonces, el objetivo de control es regular el
BIS aproximadamente al 50 %, valor asociado con un DOH
6ptimo para cirugias generales (Copot (2020)).

El modelo dindmico del proceso considera las tasas de
infusién de farmacos como entradas y el BIS como la
tnica salida. El modelo PK-PD puede considerarse un
sistema lineal invariante en el tiempo (LTI), mientras
que una funcién no lineal representa la relacién entre el
modelo PK-PD y el BIS. Aunque los enfoques de control
de lazo cerrado con un solo farmaco han mostrado resulta-
dos prometedores, durante cirugias generales comtiinmente
se infunden dos o mas farmacos. La administracién de
miltiples medicamentos introduce mayores complejidades
que requieren técnicas de control multivariable, como se
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muestra en Merigo et al. (2019), Ramirez-Barrios et al.
(2023) y Schiavo et al. (2022).

Los esquemas basados en PID y MPC han demostrado re-
sultados satisfactorios en sistemas con una o dos variables
de entrada (ver Schiavo et al. (2023) y Sandre-Hernandez
et al. (2023)). En estos enfoques, se considera una cantidad
tedrica de farmaco en el sitio de efecto del modelo PK-PD
para reflejar el 50 % del BIS; sin embargo, esta cantidad
es dificil de estimar en la préctica. Ademds, estos asumen
la dindmica del sistema como un sistema LTI filtrando o
linealizando la salida no lineal del BIS.

Debido a la no linealidad de la funciéon BIS que funciona
como salida para las concentraciones de farmacos en el sitio
de efecto, todos los resultados mencionados anteriormente
requieren calcular su inversa en el caso de un solo farmaco
o filtrar y linealizar para estimar la proporciéon de cada
farmaco en el caso de dos farmacos. En ambos casos, esto
debe hacerse en linea y bajo el efecto de perturbaciones e
incertidumbres, haciendo que la estimacion resultante sea
ruidosa e incluso poco confiable en algunos casos.

En este articulo, proponemos una estrategia de control
de regulacién para el caso de dos farmacos basada en el
diseno de algunos predictores de intervalo, donde la senal
no lineal BIS se considera la tnica salida del sistema. No
obstante, las estimaciones de concentracién de farmacos
no requieren el célculo de la inversa de la funcién BIS, y
se tienen en cuenta las perturbaciones que surgen de la
naturaleza del proceso. El algoritmo se basa en el modelo
PK-PD individualizado del paciente y considera condicio-
nes iniciales apropiadas para garantizar que el error de
regulacion converja dentro de un conjunto alrededor del
origen.

La estructura del resto de este documento es la siguiente:
Algunas definiciones relevantes y nociones teéricas impor-
tantes se incluyen en la Secciéon 2. La Seccién 3 incluye
la descripcion de los modelos PK-PD. El planteamiento
del problema se puede encontrar en la Seccién 4. En la
Seccion 5, se presenta el diseno de control propuesto junto
con el analisis de robustez. La Seccién 6 presenta algunas
simulaciones que ilustran posibles implementaciones del
control propuesto. Finalmente, en la Seccién 7, se pueden
encontrar algunas observaciones finales.

Notacién. Denote Ry = {x € R:z > 0}, R_ = {z €
R:xz < 0} vy Ry = {& € R:z > 0}, donde R es
el conjunto de todos los ntimeros reales. || - || denota la
norma euclidiana en R™. Para una matriz A € R"*™,
Ay denota el elemento (k,j)—ésimo de A, con k = 1,n
y 7 = 1,m, las filas y columnas de A, respectivamente.
La notacién > representa el orden parcial para un par
de vectores (matrices) =,z € R” (A, B € R™*™), i.e., si
x>z, k =1,n (Ag; > Byj, k =1,n, j = 1,m) entonces
x = z (A = B). Particularmente, si los elementos del
vector (matriz) son mayores o iguales a cero i.e., zj > 0,
k= 1,n (Ay; > 0,k = 1,n,j = 1,m), entonces es
un vector (matriz) no negativo, denotado como x > 0
(A > 0). Para una matriz A € R"*™ de rango columna
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completo, su inversa izquierda se denota por AT. A4 (M)
(Amin(M)) es el valor propio méximo (minimo) de una
matriz M € R™*™,

2. PRELIMINARES

Considerando el sistema
#(t) = Ax(t) + Bu(t), 1)
y(t) = Cx(t),
donde (z(t), u(t), y(t)) € R"xR™ xRP es el estado, entrada
de control y salida del sistema, respectivamente, con las
condiciones iniciales z(0) € R™.
Definicion 1. Briat (2013) El sistema (1) es un sistema
positivo si dado x(0) = 0y u(t) = 0, entonces x(t) = 0
y y(t) »= 0. Un sistema positivo cumple las siguientes
condiciones:

= La matriz A € R"*" es Metzler, si A;; > 0,Vi # j,
i.e., es una matriz con elementos fuera de la diagonal
no negativos.

= Las matrices B, y C, de las dimensiones correspon-
dientes, son no negativas.

3. DESCRIPCION DEL MODELO

El modelo matematico considerado que relaciona la tasa
de infusion de propofol y remifentanilo y sus efectos corres-
pondientes en el paciente se basa en un modelo de Wiener
(Bouillon et al. (2004)) con dos modelos compartimentales
independientes (uno para cada farmaco) conectados en
paralelo por una funcién de salida no lineal que representa
la medicién del BIS.

3.1 Modelo PK y PD Compartimental

Introduciendo el indice ¢ € {p,r}, donde p representa
propofol, mientras que r representa remifentanilo. Enton-
ces, para cada farmaco, el modelo se compone de cuatro
compartimentos representados con las variables xi, x5, x5,
asociadas con el submodelo PK, y una variable x%, rela-
cionada con el submodelo PD, que da la concentracién del
farmaco en el sitio de efecto. Finalmente, u; representa la
tasa de infusién de cada farmaco (tasa de flujo mésicog.
Considerando el vector de estado z; = [z}, xb, x4, z1]T,
la dindmica para cada modelo compartimental puede ex-
presarse de manera compacta como

é’i (t) = AiZi (t) + Bui (t), (2)
y las matrices correspondientes

KBy K 0 |
19 —k3 0 0 0
| k12 ka1 U -
S AR R
Eo0 0 -k, 0
con ki = ki, + ki, + kis. Los escalares positivos

O I ke, representan las tasas de transfe-
rencia entre compartimentos, mientras que los escalares
positivos ki1g y ke, representan las tasas de eliminacion y
absorcién del farmaco.
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3.2 Salida BIS No Lineal

Aunque no es posible medir directamente la cantidad de
cada farmaco en el sitio de efecto, es posible obtener una
medicién indirecta del efecto del farmaco a través de la
senal EEG y procesarla como la funcién de salida BIS. La
medicién de salida BIS esta representada por la funcién no
lineal estética (Sandre-Hernandez et al. (2023)) E : R>q x
R>o — [0, 100] dada por
M (xf, x7)
T+ M (2B, 2n)’
donde

wso(t)

con las funciones wso(t) = 1 — Bo(t) + B2 (),
o(t) = G

g (t)/Cho + 2L(t)/Chy
modelando la interacciéon entre farmacos. El valor de By
corresponde al valor de salida del BIS cuando el paciente
estd completamente despierto, i.e., cuando no esta afecta-
do por ningun farmaco. By,sx representa el efecto méximo
de los farmacos en el paciente. Estas dos constantes suelen
estar cerca de 100. El valor de v > 0 da la sigmoidicidad de
la respuesta BIS y depende de la sensibilidad del paciente a
la variacién de las concentraciones de farmacos en los sitios
de efecto y;. Las constantes Cf, € [0,100] son los niveles
de concentracién respectivos requeridos para alcanzar el
50 % de Bpsx para cada farmaco individualmente. Estdn
relacionados con la sensibilidad general del paciente a cada
farmaco. La funcién wsg describe la interaccién entre las
concentraciones de farmacos (P y z%) en el sitio de efecto.
Finalmente, 8 > 0 representa la fuerza de interaccion entre
los farmacos.

E(af,22) = Bo— B 3)

)

La funcién F no depende del tiempo. Por lo tanto, la rela-
cién entre la cantidad de cada farmaco requerida para que
un paciente logre una reduccién del 50 % en la salida BIS
puede determinarse a partir de los pardametros especificos
CPy y C%,. Por otro lado, la funcién E generalmente pre-
senta un comportamiento no lineal suave de tipo sigmoide.

IORE SIEIURE

estan representadas en los ejes x e y, mientras que el valor
BIS esta en el eje z.

Finalmente, se asume que las condiciones iniciales z;(0)
son desconomdas, pero satisfacen z;(0) = z;(0) = z;(0),
para algunos z;(0) y z,(0) conocidos.

4. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El problema original puede enunciarse como ajustar las
tasas de infusién de propofol y remifentanilo, u, y u,,
asegurando que la funcién E converja a un valor cercano
al 50 %, a pesar de perturbaciones en las tasas de transfe-
rencia y eliminacién y perturbaciones en la salida medida.
Observe que para resolver este problema, podria ser su-
ficiente primero seleccionar algunos valores de referencia
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deseados para las concentraciones en el sitio de efecto de
propofol z!} y remifentanilo 27, tales que E converja a una
regién alrededor del 50 %; y luego, disenar las entradas de
control correspondientes wu, y u, que proporcionen que x2 y
x7 sean reguladas robustamente a z¥ y 27 respectivamente.

El problema planteado en la Seccién 4 no puede resolverse
aplicando una metodologia de diseno de control regular
porque las cantidades z? y 2. no estdn fisicamente dis-
ponibles, y es complicado recuperar o estimar cada una
de estas cantidades, independientemente de la salida no
lineal E, usando un filtro o un observador!. Aun asi,
es posible obtener algunas aproximaciones o predicciones,
dentro de un intervalo de error acotado, para y, y v, a
partir de un conjunto conocido de condiciones iniciales de
(2) considerando las propiedades estructurales del sistema.
Para este fin, primero, se define una salida virtual que
proporciona la concentracion correspondiente del farmaco
en el sitio de efecto para cada modelo compartimental
como y;(t) = Cz;(t), para i € {p,r}, con C =[00 0 1].
También, para introducir las perturbaciones consideradas,
se agregan los términos adicionales D¢;(t) al modelo dado
en (2), donde D € R* es una matriz conocida positiva
(i.e., D = 0), y &(t) es una funcién escalar desconocida
que satisface &, > &(t) > §, > 0 para todo t > 0, y algu-
nos escalares conocidos &; y §l Asi, es posible reescribir
los modelos compartimentales completos farmaco-paciente

como .
Zi(t) = Aizi(t) + Bul(t) + sz-(t), (4)
yi(t) = Czi(t),

y verificar que (4) son sistemas lineales positivos para

entradas no negativas, i.e., u;(t) > 0, para todo ¢t > 0.

El problema ahora puede replantearse formalmente como:
obtener predicciones Z; para z; considerando la positividad
de (4), y disenar entradas de control positivas u;(Z;),
garantizando que los errores de regulacién e;(t) = y;(t)—a°
converjan a un conjunto compacto alrededor del origen.

5. DISENO DEL CONTROLADOR
5.1 Diseno del Predictor por Intervalos (IP)

Para obtener una aproximacién de los vectores de estado
zi, v particularmente para las concentraciones de farmacos
en los sitios de efecto correspondientes y;, se proponen las
siguientes estructuras de IP para las variables predichas

Zi(t) =1/2(Z(t) + z;(t)), con

Zi(t) = AZ(t) + Bm—( )+ DE;, )
Zi(t) = Aiz(t) + Bu,(t) + DE,,
con las condiciones iniciales zz( ) ¥ 2;(0), cumpliendo
Zi(0) = 2i(0) = 2,(0), (6)

y, con las entradas
w(t) = Kizi(t) —
u(t) = Kiz,(t) + K;Ar, — BV Ay, 2;

1 La funcién E no es inyectiva, por lo que no existe una tdnica
aplicacién inversa E~1.

KA] —BTAk Zl*,
} (7)

)
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donde z; € R* es tal que 2, = Cz}, A, € R? es un
parametro de diseno, vy K; € R1X4 es una matriz de
ganancia que cumple que Ay, = A; + BK; es Metzler y
Hurwitz.

5.2 Diseno del Control Basado en el Predictor por Intervalos

Para ¢ € {p,r}, defina los términos de error del pre-

dictor como A, (t) = 1/2(z;(t) + z;(t)) — zi(t), y sea
o, = 3 (ZZ _§Z) Y pe = 3 (EZ +§Z) Y considerando

la entrada del sistema
1 _
ui(t) = 5 @i(t) +wi(1)), (8)
asi, la entrada de control explicita puede obtenerse susti-
tuyendo (7) en (8)
1
ui(t) = 5 Ki(Zi(t) + (1)) — B A,z (1),
= Klzl(t) + KzAzl (f) — BTAklZ:(t)

Introduciendo las variables z,, = z; — 2}, y calculando la
dindmica de lazo cerrado para los sistemas (4), se obtiene

Zr, (t) = A, zr,(t) + BK; A, (t) + D&, (t). 9)

De manera similar, defina z,, = z; — 2/, y 2., = 2; — 2/,

con las siguientes dindmicas, obtenidas de las ecuaciones
de lazo cerrado del IP (5)

?7‘1( ) = Ak E"‘z( ) - BKZAIZ + Dgl?
gm( ) Ak Z, ( )+ BKiA]i + Déz

Finalmente, introduciendo los términos auxiliares adicio-
nales para los errores de regulacién del IP como

Ez(t) = ng(t) — If:i,
€;(t) = Cz,(t) — xg.

El siguiente Lema estima un conjunto acotado tltimo para
A, basado en las cotas superior e inferior de &;.

(10)

Lema 1. Sea la entrada para el sistema (4) dada como en
(8) entonces, A, (t) € A;'D[d¢,, —0¢], cuando t — oo,
Qe A7 1D65 < A, (t) = —A;'Dé¢,, cuando t — co. Adi-
c1onalmente A, (t) =2 méx{— A 1D6§1, 1/2(z;(0) —
para t > 0.

Ahora podemos introducir el resultado principal, presen-
tado como el siguiente Teorema.

Teorema 1. Dadas algunas matrices K; € R4, ta-
les que Ay, son Hurwitz y Metzler, y algunos wvalores
de referencia deseados %), para i € {p,r}. Seleccio-
ne las condiciones iniciales para (4) y (5), satisfacien-
do (6), y Ar, = mix{—A;'Dée,, 1/2(%:(0) - z,(0))}.
Entonces, las entradas de control dadas por (8), con
u; y w,; definidas como en (7), garantizan que e;(t) €
[e;(t), €i(t)], para todo t > 0. Con anchos de intervalo
en estado estacionario que satisfacen w; = lim;_, . €;(t) —
e;(t) = 2CA;7 (BKAL, — Do¢,). Ademds, cada error de
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z;(0)},

requlacion e;(t) converge al conjunto &;

le; (t), &(t)], cuando t — oo, con
n, = —CA, ' Dpe, + CA; ' Do,
—CA;;_legi - OA;ID(S&

n;

Recordando que la tnica medicién disponible es propor-
cionada por la funcién F, el siguiente resultado, obtenido
directamente del Teorema 1, produce una relacién ttil
entre las variables estimadas y la medicién BIS.
Corolario 1. Defina y, = Cz;, y Y, = Cz;,
{p,r}. Considere la funcién E, como se define en (3), y
asuma que se cumplen todas las condiciones requeridas en
el Teorema 1 para los sistemas (4), y el IP (5), con las
entradas dadas por (7), y (8). Entonces, E(y,(t),7,(t)) <

E(yp(t),y: (1)) < E(gp(t),gr(t)), para todo ¢t > 0.

para i €

5.8 Sobre la Seleccion de Pardmetros

En la préctica, los valores de ki, ki y ki podrian
ser inciertos. Sin embargo, generalmente se conocen al-
gunas cotas superiores para estos valores. Entonces, una
forma realista de seleccionar las matrices K; es: K; =
[— T —mby —mb; 0], para algunos valores conocidos mb,
y mb,, satisfaciendo mb; < ki;, m%; < ki, esta seleccién
lleva a las matrices

—(ri + k;) _mzﬁ + k%l _m§1 + kgl 0
¢ —k3 0 0
A= | g ;
13 0 -k 0
ke, 0 0 —kg,

que son Hurwitz y Metzler. Una vez seleccionada la matriz
de ganancia, es posible elegir los valores z’, tales que
E(zf, z) = 50, que es el valor para el BIS en estado
estacionario que garantiza un procedimiento anestésico
correcto. Atin existen infinitas posibles elecciones para z,
que satisfacen esta condicién, por lo que estas selecciones
pueden hacerse considerando algunas pautas y el criterio
del anestesidlogo. Después de seleccionar la referencia
para la infusion de cada farmaco, dadas las constantes
Enim = 40 y Ensx = 60, que corresponden a los valores
minimos y méaximos para la senal BIS que garantizan
un procedimiento anestésico adecuado y seguro, y del
Corolario 1, es necesario verificar que

Emin < E(zg +7,, 24 +7,), (11)
y

E(:Z:Z—i-n n,) < Emax; (12)
para garantizar que existe > 0, tal que Epnm <
E@,0),7,(t) < Eyp(t)y ()) < E(y,),y,() <

Finsx, para todo t > T.
6. SIMULACIONES
Se consideraron tres pacientes in silico. Estos se caracte-

rizan por los parametros correspondientes obtenidos de la
altura, peso y género reportados Sandre-Hernandez et al.
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(2023) y dados en las Tablas 1, 2, y 3. Las referencias co-
rrespondientes para obtener una salida BIS en estado esta-
cionario de alrededor del 50 % se seleccionaron como zh* =
3.57,y «i* = 1.50 para el paciente A; 25} = 3.15, y z” =
1.65 para el paciente B, y 25 = 3.90, y 2° = 2.60 para
el paciente C. Las simulaciones se realizaron en MATLAB
utilizando el método explicito de Euler con un paso de
integracién de 0.01[s]. Las perturbaciones e incertidumbres
se introdujeron con el término &,(¢t) = &.(t) = 0.025 +
0.025 cos(0.16t) sin(0.06t), con las cotas superior e inferior
& =6 =005y £, =6 =0yD= [0.5,0.5,0.5,1] .
Con los valores de referencia seleccionados y la cota dada
en las perturbaciones, se calcularon los valores presentados
en la Tabla 4 a partir de (11), y (12) respectivamente. Los
IPs se sintonizaron para cada paciente, considerando sus
parametros correspondientes, y utilizando las mismas ma-
trices de ganancia K, = [—1.0409, —0.0204, —0.4158,0] T,
K, = [-1.3066,—0.0616,—0.0143,0] ", cumpliendo que
Ag, v Ak, son Hurwitz y Metzler para cada paciente. Se
asumié que ya se habia administrado un bolo inicial de
farmacos a cada paciente, y por lo tanto, las condiciones
iniciales seleccionadas para cada paciente fueron z,(0) =

[0.01 0.01 0.01 0.7]", 2,.(0) = [0.01 0.01 0.01 0.6] .

Tabla 1. Tasas de infusién de propofol para cada paciente.

[Pacionte [ By | B, T Ko [ K [ Ry [ R
A 0.556 | 0.319 | 0.067 | 0.193 | 0.345 | 0.386
B 0.413 | 0.442 | 0.065 | 0.199 | 0.357 | 0.540
C 0.407 | 0.358 | 0.067 | 0.195 | 0.349 | 0.435

Tabla 2. Tasas de infusién de remifentanilo para cada

paciente.
[(Pacionte [ Fy [ Fip [ Ky | B [ Fy [ R
A 0.514 | 0.382 | 0.205 | 0.014 | 0.011 | 0.525
B 0.566 | 0.526 | 0.249 | 0.019 | 0.016 | 0.679
C 0.552 | 0.463 | 0.234 | 0.017 | 0.013 | 0.574

Tabla 3. Parametros para tres pacientes diferentes.

[Paciente | v | B [ Cf | Chy [ Eo | Emas |
A 185 | 120 | 495 | 88 | 9620 | 908
B | 218 | 1.30 | 6.44 | 11.1 | 95.90 | 102
C [ 3.65 | 1.60 | 13.70 | 1470 | 83.10 | 131

Tabla 4. Limites superior e inferior estimados para las
senales BIS en estado estacionario.

| Paciente | E(af +7,, 27 +7,.) | E(xy +ﬂp’m$ +n,) |
A 45.9708 54.5569
B 44.7925 55.6490
C 42.5502 57.1460

Las Figuras 1 y 2 muestran las tasas de infusiéon para cada
farmaco. Finalmente, la senal BIS real medible y la salida
BIS correspondiente del IP se presentan en la Figura 3,
donde es claro que los niveles de concentracion permanecen
dentro del intervalo de las predicciones superior e inferior
de los IPs en cualquier momento. Ademads, el estado
estacionario de las concentraciones en el sitio de efecto
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Figura 1. Tasas de infusién de Propofol para cada paciente.
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Figura 2. Tasas de infusion de Remifentanilo para cada
paciente.

converge a un conjunto entre 40 % y 60 % como se requiere
para cada paciente y esperado de la Tabla 4, lo que se
confirma en las simulaciones.

7. CONCLUSIONES

En este articulo, se presenté un novedoso controlador
basado en IP para la regulacién del BIS de pacientes
bajo un procedimiento anestésico utilizando Propofol y
Remifentanilo. El disenio no requiere la mediciéon directa
de la concentracion del farmaco en el sitio de efecto o
los célculos de la inversa de la funcién de salida BIS F.
Ademds, el esquema resultante considera ciertas clases de
perturbaciones y garantiza la convergencia del error de
regulacion a un conjunto compacto alrededor del origen.
Simulaciones numéricas de tres pacientes validan la imple-
mentabilidad del resultado.
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Figura 3. Senal BIS para cada paciente, con la senal BIS
correspondiente de los IPs.
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