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Abstract: This paper proposes a heavy-ball algorithm—based adaptive observer for the
simultaneous estimation of states and constant parameters in a class of uncertain nonlinear
systems subject to external disturbances. The estimator integrates a Luenberger—like observer
for state estimation with a heavy—ball-inspired optimization algorithm to identify unknown
constant parameters. The observer achieves exponential convergence of both state and
parameter estimates. A Lyapunov—based analysis is employed to establish closed—loop stability
under the standard persistence of excitation condition. The effectiveness of the proposed
approach is validated through simulation studies, which demonstrate improved estimation
accuracy compared to conventional adaptive observers.
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1. INTRODUCCION

En el diseno de controladores, normalmente es nece-
sario tener disponible la informacién de los estados y
parametros del sistema. Esto ha llevado al desarrollo de
diferentes esquemas (ver, e.g., Annaswammy and Fradkov
(2021), Isermann and Miinchhof (2011) y Narendra and
Annaswamy (2005)) para la estimacién simultanea de am-
bas cantidades, i.e., estimacion adaptable, dado que fre-
cuentemente no es posible medir todo el estado y algunos
parametros son desconocidos. Ciertas caracteristicas de
desempeno como robustez, exactitud y precision, son im-
portantes en la estimacion de estas variables, que nor-
malmente son proporcionadas por medio de algoritmos
de observacién e identificacion. Este tema representa una
parte fundamental en la teoria de control, estimacion e
identificacion.

Debido a esto, el disenio de observadores adaptables ha
sido muy explorado y continua siendo un tema de investi-
gacién muy popular. En este contexto, en Zhang (2002) se
introduce un observador adaptable para sistemas lineales
variantes en el tiempo con multiples—entradas multiples—
salida (MIMO, por sus siglas en inglés). Este observador
estima tanto el estado como los pardmetros global y

exponencialmente siempre que se satisfaga una condicién
de excitacién persistente. Una extensién del observador
propuesto por Zhang (2002), se presenta en Efimov et al.
(2016) para sistemas no-lineales afines en los estados
y sujetos a perturbaciones externas. En esta propuesta
se incorpora un término de realimentacién por modos
deslizantes al observador adaptable que compensa efecti-
vamente las perturbaciones acopladas o con grado relativo
igual a uno con respecto a la salida. En Farza et al. (2018),
se desarrolla un observador adaptable que asegura la
estimacién exponencial del estado y de los pardametros de-
sconocidos de cierta clase de sistemas no-lineales MIMO
uniformemente observables bajo una condiciéon de ex-
citacién persistente. En Rios et al. (2018), se propone
una versién mejorada del observador adaptable dado en
Efimov et al. (2016) que integra un nuevo algoritmo de
identificacién de pardmetros con convergencia en tiempo
finito. Esta mejora establece una cota final para el error
de estimacién de estado reduciendo la influencia de per-
turbaciones externas con grado relativo uno. En Pyrkin
et al. (2019), se presenta un observador adaptable para
una clase de sistemas no-lineales con parametros de-
sconocidos, que utiliza la mezcla y extension del regresor
dindmico (DREM, por sus siglas en inglés). Aprovechando
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una restriccion algebraica, este método desacopla el prob-
lema de estimacién de estado y el de identificacién de
parametros, facilitando la regresion lineal. De manera
similar, en Liu et al. (2024) se desarrolla un observador
adaptable para sistemas no-lineales afines en los esta-
dos y con parametros desconocidos que conmutan. Este
observador utiliza el enfoque DREM para asegurar la
convergencia asintética del error de estimacién e iden-
tificacién a cero. En Franco et al. (2021), se extiende el
trabajo propuesto por Rios et al. (2018) disenando un
observador adaptable acelerado que se puede aplicar a
una clase méas amplia de sistemas no-lineales afines en
los estados afectados por perturbaciones externas con
grado relativo igual a uno. Dicho observador asegura la
convergencia en tiempo fijo del error de identificacién
en los parametros a una vecindad del origen, mientras
mantiene una cota final para el error de estimacién del
estado. En la misma direccién, en Rios et al. (2023) se
introduce un observador adaptable por modos deslizantes
de alto orden, que resuelve el problema de estimacién
adaptable para sistemas no-lineales afines en los estados
y afectador por perturbaciones externas que no satisface
la condicién de grado relativo igual a uno. A través del
teorema de pequenas ganancias se garantiza la estabilidad
asintética, uniforme, global y préactica del error de esti-
macién adaptable, bajo el efecto de las perturbaciones
externas. En Tomei and Marino (2023), se propone un
observador adaptable para sistemas no-lineales afines en
los estados que no requiere excitacién persistente. Este ob-
servador utiliza el Gramiano del vector regresor para ase-
gurar la convergencia exponencial del error de estimacién
de estado a cero, mientras que asegura la convergencia
exponencial del error de identificaciéon de parametros a un
punto de equilibrio. También reciente, en Katiyar et al.
(2023) se presenta un observador adaptable basado en
excitacion inicial para sistemas no-lineales afines en los
estados sujetos a perturbaciones acotadas tanto en la
dindmica como en la salida. La dindmica del error de
estimacién exhibe acotamiento final, global y uniforme.

Todos estos trabajos emplean algoritmos de identificacién
descritos por dindmicas de primer orden (basado en
métodos como el gradiente o minimos—cuadrados). En
este trabajo se propone un observador adaptable basado
en el método de “bola pesada” (heavy—ball method) para
estimar simultaneamente el estado y los parametros con-
stantes de cierta clase de sistemas no-lineales afines en
los estados. Este observador integra un observador tipo—
Luenberger con filtros auxiliares (como en el esquema con-
vencional propuesto por Zhang (2002)), junto a un algo-
ritmo de identificaciéon de pardametros constantes basado
en el método de bola pesada®. Se muestra que el origen
de la dindmica del error de estimacién es global, uniforme
y exponencialmente estable. El andlisis de estabilidad se
realiza usando un enfoque por funciones de Lyapunov
bajo la hipétesis convencional de excitacion persistente.

1 El método de bola pesada es un método de segundo orden y es
el primer enfoque de optimizacién que usa momento, i.e., cantidad
de movimiento, (Polyak, 1964).
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En optimizacion, los métodos de momento, como el en-
foque de la bola pesada, se utilizan comtinmente para evi-
tar que la trayectoria quede atrapada en minimos locales.
En este articulo, afirmamos que estos métodos pueden
mejorar la precisién de la estimacion y atenuar mejor el
ruido en el contexto de estimacién en linea. La razén
es que la dindmica de los algoritmos de identificacién
de orden superior posee inherentemente capacidades de
filtrado mas avanzadas que los métodos de primer orden.

El resto de este trabajo estd organizado de la siguiente
manera. El planteamiento del problema se formula en la
Seccién 2. Algunos conocimientos preliminares se presen-
tan en la Seccién 3. El observador adaptable se disefia en
la Seccién 4. Finalmente, los resultados de simulacion se
muestran en la Seccién 5, mientras que en la Seccién 6 se
presentan las conclusiones finales.

Notacién: La norma Euclidiana de un vector s € R” se
denota por |s| := |s|e, ¥y para una matriz A € R™*",
la norma inducida es su norma espectral, i.e., |A| =

vV Amax (AT A), donde Apax (respectivamente, Apin) es el

méximo (respectivamente, el minimo) valor caracteristico
de ATA. El conjunto de niimeros reales no-negativos
se denota como Rxg. El conjunto de todas las entradas
u : Rsg — RP (similar para una funcién matricial
Q : Rsg — R™*") tales que su norma L, en [0, +00)
es finita, i.e., |u|oo 1= ess sup,sglu(t)] < oo, se denota
como LB (o LT*™ para una funcién matricial). Una
funcién continua o : R>o — R>( pertenece a la clase K
si es estrictamente creciente y «(0) = 0; esta pertenece
a la clase Ko si es también no acotada. Una funcién
continua 8 : R>g X R>o — R> pertenece a la clase KL
if B(-,r) € Ky B(r,-) decrece hasta cero, para cualquier
r > 0 fijo.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere la siguiente clase de sistemas no—lineales afines
en los estados

L(t) = Az(t) + o(t, y(t), u(t)) + G(t, y(t),u(t))d, (la)
y(t) = Cl’(t), Vt € RZ()’ (1b)

donde z(t) € R™ es el vector de estados, y(t) € R? es
el vector de salidas, u(t) € R™ es el vector de entradas
conocidas y 6 € R es el vector de pardmetros constantes
desconocidos. Las funciones ¢, = ¢(t,y(t),u(t)) y Gt =
G(t,y(t),u(t)), con ¢ : Ry>g x RP xR™ - R" y G : R>qg X
RPxR™ — R™ 9, son conocidas y garantizan la existencia
y unicidad de soluciones para el sistema (1), para todas
las senales de entrada factibles. Las matrices A y C son
conocidas y con dimensiones adecuadas. El sistema (1)
cumple con las siguientes suposiciones.

Suposicién 1. El estado = y la entrada u tienen normas
L, acotadas.

Suposicién 2. El par (A,C) es observable.
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El siguiente observador adaptable, computacionalmente
simple y eficiente, fue propuesto por Zhang (2002) 2 :

i = A + Ley + ¢, + G0y + Q61,

Z (2a)
Q=ALQ+ Gy,

(2b)
(2¢)

donde él( € R9 es el valor identificado del vector de
pardmetros 6, #(t) € R™ es la estimacién para el vector z,
Q(t) € R™*? es una variable auxiliar que proporciona una
version filtrada de la matriz Gy, la matriz Ay, := A—LC es
Hurwitz con cierta eleccién de la ganancia del observador
L € R™P el error de salida se representa con e, := y —
Ct, y la ganancia de adaptacién v; > 0. En Zhang (2002)
y Efimov et al. (2016), se ha mostrado que el observador
adaptable (2), via & y él, asegura la convergencia global,
uniforme y exponencial al valor real de x y €, si se cumple
la condicién de excitacion persistente en la senal CQ:

él = 'leTCTey,
t)

Suposicién 3. La funcidn Gy estd acotada, con |Gi|eo <
GT, con cierta constante GT > 0, y Q. = CQ es de
excitacion persistente (PE), i.e.,

t+T
/ Q) (0)Q(0)do > 911, Vt >0,
t

con un nivel de excitacion 91 > 0 y un tiempo de
excitacion T > 0, donde I, es la matriz identidad de
dimension q.

Este articulo tiene como objetivo mejorar el observador
adaptable (2) reemplazando el algoritmo de identificacién
basado en el método del gradiente (2¢) por un enfoque
basado en el método de bola pesada. Esta modificacién
puede mejorar la precision y la robustez de la estimacién.

3. PRELIMINARES

Considere el siguiente sistema

i(t) = f(t,z(t)), z(to) = zo, t = to ER, (3)
donde z(t) € R™ es el vector de estados. La funcién f : Rx
R™ — R™ se asume local y uniformemente acotada en ¢,
localmente Lipschitz o Holder continua en z,y f(t,0) = 0.
Para una condicién inicial xyp € R™ en el instante de
tiempo to € R, la solucién del sistema (3) se denota como
x(t,to, o), y por simplicidad, asumimos que estd definida
para todo t > .

Sea ¢ un conjunto abierto alrededor del origen en R™.
Las siguientes propiedades se introducen para el sistema
(3)-

Definicién 1. (Khalil, 2002). En estado estable © = 0,
el sistema (3) se dice:

(1) Uniformemente Estable (UE) en € si para cualquier
€ > 0, existe () > 0 tal que para cualquier xg € O
y to € R, si |zl < d(€), entonces |x(t, to,zo)| < €,
para todo t >ty € R;

2 Por brevedad, en la mayoria de las veces, nosotros omitimos el
argumento ¢ en las ecuaciones.
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(2) Uniforme y Exponencialmente Estable (UEE) si
es UE en O vy existen constantes positivas kK y A
tales que para cualquier xy € O, |x(t,to,z0)| <
ke~ =) |x0|, para todo t >ty € R.

Si & = R"™, en estado estable x = 0, el sistema (3) se
dice Global y Uniformemente Estable (GUE) y Global,
Uniforme y Exponencialmente Estable (GUEE), respecti-
vamente.

4. OBSERVADOR ADAPTABLE BASADO EN EL
METODO DE BOLA PESADA

Para mejorar el observador adaptable convencional (2),
nosotros proponemos usar la siguiente version basada en
el método de bola pesada:

i=Apd+ Ly + ¢, + G0y + Q0 (4a)
O =ALQ+ Gy, (4b)
0, = 0o, (4c)
éz = ’Y1QTCT€y - ’72é27 (4d)

donde todas las variables ya se definieron arriba excepto

por 0 (t) € RY, que es un vector de velocidad auxiliar, y
la ganancia de adaptacién adicional v, > 0. La dindmica
(4¢)—(4d) describe el método de bola pesada, donde el

término 7,02 representa el componente de wvelocidad o
momento anadido. De acuerdo con nuestro conocimiento,
el observador adaptable descrito en (4) no ha sido presen-
tado en la literatura anteriormente.

4.1 Dindamica del Error de Estimacion

Defina el error de identificacién en los parametros como
0 = 9—91 y 0y = —ég, y la variable auxiliar z = e — Qél,
con el error de estimacién de estado e = z — Z. Note que
ey :y—CizCe=Qc§1+Cz, con ., = CQ.
Tomando en cuenta (1) y (4), la dindmica del error de
estimacién estd dada de la siguiente manera:

z= ALZ,

Oy = 7,90 Q01 — 7502 — 7, Q] C=.

La dindmica de z en (5a) estd desacoplada de la dindmica
del error de identificacién (5b)—(5¢), y dado que Ar
es Hurwitz, z = 0 es GUEE. En la siguiente seccion,
se mostrard que el origen de la dindmica (5b)—(5c) es
también GUEE.

4.2 Error de Identificacion en los Pardmetros
Dado que Ar es Hurwitz y G, estd acotada, también

Q. estd acotada, i.e., |Qcoo = Qe < 400, con alguna
Q. > 0. Ademds, de acuerdo con Efimov and Fradkov
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(2015), dado que Q. es PE, existe una matriz simétrica y =~ Observacién 2. Los métodos de momento en optimizacion,

positiva definida R : R — R%*9 que satisface:

R(t) = 1 ROQ] (D(t) + 72 (02 (OR() — I, (6)

para algunas constantes 7o > r; > 0 tales que
’I"llq S R(t) S TQIq, Vit € RZO'

(7)
Ahora, el siguiente lema describe las propiedades de

convergencia del sistema (5b)—(5c¢).

Lema 1. Asuma que las Suposiciones 1-3 se cumplen. Si
las ganancias v, y o se disenan tal que

0<7, < (@rs) ' min{vy, v}, (8a)
27 <y, < 2ry Her +12), (8b)
con
1-— g1 — O
e ( SA) )
vy = e12(1 —7) —ag] — 72
2e1(2 4 e3r2)

para alguna ro > 1 > ry > 0.7321 satisfaciendo (7), ay €
(0,1), g € (0,2(1—71)), tales que 1—aq > &1 > r2/(2(1—
T T

r) — o), y 2,63 > 0, entonces (27,0, ,0,)" = 0 es
GUEE.

Observacién 1. Las constantes Q., r1, y ro se pueden
estimar, en linea o usando una identificacion preliminar,
por medio del filtro (4b), la ecuacidn diferencia (6), la
funcion Gy, la salida y, y la entrada u.

4.8 Convergencia del Observador Adaptable

Con base en el Lema 1, el siguiente teorema describe el
resultado principal de este trabajo.

Teorema 1. Asuma que las Suposiciones 1-3 y que todas
las condiciones del Lema 1 se cumplen. Suponga que
existen 0 < PT = P € R™"™ y Y € R™ P tales que la
desigualdad
PA+ATP-YC-CTY"T +¥ < —auP,
~ 71(2e2 +¢3)
€2€3
es factible para algin oy > 0, mientras que €9 y €3 estdn
dadas en el Lema 1. Si el observador adaptable (4) se
diseria de acuerdo al Lema 1, con L = P~'Y, entonces

(zT,éT,eT)T =0 es GUEE.

Mas atn, las trayectorias del error de estimacion satis-
facen la siguiente estimacion

‘ (Ggg) <1+ Q) ] (Hgg;)

(9)

U c'e,

(10)

- T ST . .
conf=(0,,0,)",n=min{as, a4}, az = ky ' min{ay, as},

a1 Yy ag estdn dadas en el Lema 1, y

Y \/max (K2, Amax (P)}

min {Hla)\min(P)} , K1 mln{ arl}a

Ko = max{2(1 + 7“2),37"2}, ro >1>1ry > 0.7321.
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como el heavy-ball, se utilizan para evitar minimos lo-
cales. En este trabajo mostramos que, ademds, mejoran la
precision de la estimacion y reducen el ruido en entornos
de estimacion en linea, ya que los algoritmos de orden
superior ofrecen capacidades de filtrado mds avanzadas
que los de primer orden.

En la siguiente seccién, mostraremos mediante algu-
nas simulaciones que el observador adaptable propuesto,
basado en el algoritmo de bola pesada, puede tener una
mayor precisién que el convencional.

5. RESULTADOS DE SIMULACION

Considere el sistema (1) con

1= (5 )-0m (2) 0= (2)
(207~ (). - ().

y condicién inicial 2(0) = (2 —2)T. Para este sistema, las

Suposiciones 1-3 se satisfacen. Con base en lo establecido
en el Teorema 1, tomando

a5 = 001, T = (106.6667 0) ’

0 0

se encuentra, usando el SDPT3 solver, dentro de YALMIP
en MATLAB, la siguiente solucién factible para la LMI

(9):

p— 40.5996 —8.4230 y — 138.0268
— \ —8.4230 57.3617 ) © T \ —65.7848 |’
3.2611

L= ( —0.6680) :

Entonces, con base en el Lema 1, disenamos las ganancias
del algoritmo de identificacién (4c)—(4d) como ~; =
80 y 4 = 4.8. Considere las siguientes condiciones
iniciales para el observador adaptable #(0) = (0 O)T,
0:(0) = 0, 62(0) = 0, y Q(0) = 0. Las simulaciones
se han realizado en MATLAB utilizando el método de

discretizacién explicita de Euler y un tiempo de muestreo
igual a 0.001[s].

Para fines de comparacién, también implementamos el
observador adaptable convencional (2) con los mismos
valores para las ganancias del observador. La nomen-
clatura utilizada en las leyendas es la siguiente: HB cor-
responde al observador adaptable propuesto basado en el
algoritmo de bola pesada, mientras que Grad corresponde
al observador adaptable convencional. Los resultados se
muestran en las Figuras 1-3. La estimacion de estados se
ilustra en la Figura 1, mientras que la identificacion de
parametros se presenta en la Figura 2. Podemos observar
que ambos algoritmos proporcionan estimaciones ade-
cuadas. Sin embargo, en la Figura 3 se muestra la norma
de los errores de estimacién de estados e identificacién de
pardmetros, i.e., |e| y |01|, respectivamente, para ambos
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algoritmos. El observador adaptable propuesto basado en
el algoritmo de bola pesada posee una mayor precisién
que el convencional.

—- - Grad—, - HB

—ty- & - Crad—f, - HB|
2 | | | | | I I I I

0 5 0 5 » % N B L £ 5
Tiempo 3

Fig. 1. Estimacién de Estado

—91 - él - Grad--@n -HB

N~

4 T T T T T T
3 - —92 - 02 - Grad--&lg -HB
[T :3 N = ~ -
2 AR W e N yR— =
’I' \~ 7 7
oy 7
//’
o’ ! ! ! ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30 3 40 45 50

Tiempo 3

Fig. 2. Identificacion de los Pardametros

V77N SN
AP~ TN \\ .—\ X ]
10 { f\(l ", \/.4’\, Y \"/‘\ T
,' ' ‘l \ /~" 1 {
3= e[ - Grad Y ]
' [ \:,\l,/'\f
¢ - HB ! { {y

510 15 A B N B N & 5
Tiempo [s|

Fig. 3. Error de Estimacién Adaptable
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6. CONCLUSIONES

Este articulo presenta un observador adaptable basado
en un algoritmo de tipo heavy-ball (bola pesada),
disenado para estimar simultdneamente los estados y
los parametros constantes de una clase de sistemas no—
lineales inciertos afectados por perturbaciones externas.
El observador propuesto integra una estructura similar
a la del observador de Luenberger para la estimacion de
estados con un algoritmo basado en el método de bola
pesada para la identificacién de parametros constantes
desconocidos. El origen de la dindmica del error de esti-
macién es global, uniforme y exponencialmente estable.
El anélisis de estabilidad se llevé a cabo utilizando un
enfoque de funcién de Lyapunov. Los resultados de simu-
lacién demostraron una mayor precision en comparacién
con el observador adaptable convencional.
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