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Resumen: Los objetivos de un observador espectral son dos: la reconstrucciéon de una senal
variante en el tiempo y la descomposicion de dicha senal en las frecuencias que la componen. Un
observador espectral puede ser catalogado como un algoritmo en linea para el analisis tempo-
frecuencial de senales, ya que es un método con el que se puede calcular la transformada de
Fourier de una senal conforme se tiene informacién sobre ella, es decir, sin tener la senal
completa. La contribucién principal de este trabajo es la presentaciéon de un observador
espectral de alta ganancia para reconstruir sefiales con variaciones de frecuencia en el tiempo
mediante la estimacion de los coeficientes de una serie de Fourier finita en forma exponencial.
El procedimiento de diseno del observador espectral se presenta junto con dos ejemplos de
aplicacion, asi como un anélisis comparativo entre el observador espectral de alta ganancia y
un método bastante conocido para el analisis tempo-frecuencial: la transformada de Fourier de

tiempo reducido.

Keywords: Observador de estados, transformada de Fourier, andlisis de tiempo-frecuencia,
transformada de Fourier de tiempo reducido, procesamiento de senales.

1. INTRODUCCION

El término observador espectral fue propuesto por Hos-
tetter (1980) para nombrar al observador de estados que
permite el calculo recursivo de la transformada de Fourier
(FT?) de una sefial. Desde la presentacion de este traba-
jo, se han propuesto varios observadores espectrales con
mejores caracteristicas para lidiar con el ruido (Bitmead
et al., 1986), las perturbaciones o la falta de datos (Orosz
et al., 2008).

Los objetivos de un observador espectral son dos: la
estimacion de una sefial de interés y la transformacion
de dicha senal en el dominio de la frecuencia mediante
la identificacion recursiva de los coeficientes de una serie
de Fourier (Bitmead, 1982). La estimacion de una sefial,
en el contexto de este trabajo, significa encontrar los
coeficientes de una combinacion lineal de exponenciales
complejas para aproximar una senal de interés tal que se
pueda reconstruir. Los observadores espectrales son ttiles
en una gran cantidad de aplicaciones, por ejemplo, para
determinar la fuente de contaminacién armonica en los
sistemas de potencia (Dash y Khincha, 1988), para la
simulacién de la superficie marina (Houmb y Overvik,
1981), para el diagnostico de fallas en motores (Blodt
et al., 2006; Benbouzid et al., 1999) o para el anélisis
estructural de obras civiles, tales como estructuras aero-
espaciales, edificios, puentes o plataformas petroleras.

Un observador espectral se puede catalogar como una
clase de algoritmo en linea que calcula la FT durante una
ventana de tiempo que se desliza a lo largo de la senal, es
decir, tiene la misma funcionalidad que la transformada

L Autor de correspondencia: questions@lizeth-torres.info
2 Acrénimo del término en inglés “Fourier Transform”
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de Fourier de tiempo reducido (STFT?). Asi que un
observador espectral puede emplearse para el analisis
de senales cuya frecuencia varia conforme transcurre el
tiempo.

El observador que se propone en este articulo esté dise-
nado a partir de un sistema dinamico que se construye a
partir de las N derivadas de una serie de Fourier finita
en forma exponencial de orden n. Para realizar la estima-
cion, el observador solo requiere: (1) La medicion de la
senal que se va a aproximar: s(t), que es utilizada para
calcular el error de observacion e(t) = s(t) — g(t), donde
§(t) es la salida del observador. (2) Un paso frecuencial
w = 27/T, donde T es un periodo predefinido. Si la sefial
a estimar es una senal periodica con periodo conocido,
w es la frecuencia fundamental. Si la senal a aproximar
es una senal periodica con w desconocida o una senal no
periodica, w se debe suponer, como en la deduccién de
la FT a partir de la serie de Fourier, que el periodo de
la senal tiende a infinito, lo que significa que w tiende
a cero. Como consecuencia de esta suposicién, w debe
elegirse lo suficientemente pequena o de acuerdo a la
precision deseada de los componentes frecuenciales. En
otras palabras, w es el paso de frecuencia que determina
la resolucién del dominio de la frecuencia discretizado, de
modo que tenemos que elegir w pensando qué tan cerca
se desean los arménicos.

Las estimaciones proporcionadas por el observador son:
(1) la reconstruccion de la senal original y (2) los coeficien-
tes de Fourier para calcular los componentes frecuenciales
de la senal.

3 Acrénimo del término en inglés “Short-time Fourier Transform”
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Este documento esta organizado de la siguiente manera.
La Seccion 2 presenta la formulacion del observador es-
pectral a partir de una serie finita de Fourier en forma
exponencial. La Seccion 3 presenta dos ejemplos utilizan-
do el método propuesto. Finalmente, en la Seccion 4, se
discute sobre los principales resultados.

2. DISENO DEL OBSERVADOR ESPECTRAL

Para disenar el observador espectral de alta ganancia,
se formulé un sistema dindmico en espacio de estados
considerando que una senal s(t) puede aproximarse por
la serie de Fourier finita de forma exponencial
n
= ) Cpet, (1)
k=—n
donde n es el orden de la serie de Fourier, Cj son los
coeficientes de Fourier y w es la frecuencia fundamental

de la senial a estimar o el paso discreto en el dominio de
la frecuencia.

Para la formulacion del sistema dinamico, se definié a
la serie de Fourier (1) como el primer estado, y al resto
de cada uno de los estados, como la derivada del estado
previo.

En este trabajo, se supuso que s(t) no tiene un componen-
te constante (offset) o que este desplazamiento se puede
eliminar por medio de un algoritmo en linea antes que
s(t) sea procesada por el observador espectral. Asi pues,

k#0.

Para mostrar la formulacion del sistema dindmico se
muestra a continuacién el caso mas sencillo: cuando el
orden de la serie de Fourier es n = 1. En este caso,
se necesita formular un sistema dindmico con N = 2
estados que se denotaran como vq(t) y v2(t). Cada uno
de estos estados tienen la finalidad de ser utilizados para
recuperar los coeficientes C_; y C a través de un cambio
de coordenadas. Los dos primeros estados se definen a
continuacion, el primer estado como la serie de Fourier y
el segundo estado como su primera derivada.

vi(t) = y(t) = Core™ 7' + Crel,

va(t) = (t) = —jwC_1e79% + juCh el

Calculando la derivada del segundo estado,

Do (t) = ij(t) = jPw?C_1e79% + 2w Chel*t (3)
= —w}(C_1e79% + 1) = —w?u (t) = —wy(t),

el sistema dindmico que resulta es el siguiente:

Dl(t) = V2(t)v

o (t) = —w?v(t).

(2)

(4)

Si el orden aumenta a n = 2, entonces N = 4, ya que se
requiere recuperar cuatro coeficientes. Asi pues, los cuatro
estados, v1(t), v2(t), v3(t) y v4(t), se definen en la ecuacion
(5) (presentada al inicio de la siguiente pagina).

Calculando la derivada de v4(t)
vg(t) = y@ (t) = jAwtC_1e 99 4 At Cr el
+ 1654w C_se 2%t 4 165w Che®v!,

(6)
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el sistema dinamico resultante es

1 (t) = vo(t);

2(t) = vs(t), (7)
3(t) = va(t),

va(t) = —dwtvy (t) — bw?us(t).

Generalizando la ecuacion (5) para un orden n, se obtiene
el siguiente sistema:

l./l (t) = 9y (t),
l./2 (t) =UV3 (t),

=1 (8)
])N(t) (_1)n(mod 2)w2n [1 22n . n2n] A[;lA;lV(t)’

donde N = 2n, A, y A se expresan por la ecuacion (9)
y la ecuacion (10), respectivamente.

10 0 0 0 0 1
Ow 0 0 0 0
00 —w? 0 0 0
00 0 —uw?- 0 0
Ao =1|:: : : : . (9)
00 0 0 T (w™) 0
00 0 0 0 T (w2 1)
donde
\I/(wm) — (_1)(m(mod 4)—m(mod 2))/2 W™
\I/(w2n71) — (71)(2n(mod 4)—2)/2 w2n71.
(10 1 0 1 0 7
01 O 2 0 n
10 4 0 n? 0
3
10 227172 0 . n2n72 0
_O 1 0 22n—1 .. 0 n?n—l_

Dado que el sistema descrito por (8) es observable, un

observador espectral de gran ganancia puede disenarse de

la siguiente manera;:
A()—Aﬁ()JrK( (t) —
9(t) = Co(t) = (b),

Co(t
donde §(t) es la senal estimada,

Co(t)), (11)

0O 1...0 0
0 01 0
A= , (12)
: 1
7 (W) Yn(w)
C =11,0,...,0] y vi;(w) son coeficientes constantes.

La ganancia del observador expresada por K e invo-
lucrada en en el término de correccion, se calcula asi:
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K = S7'C7T, donde S es la solucién tnica de la siguiente
ecuacion algebraica de Lyapunov:

—AS—ATs—sA+cTCc=0 (13)
donde A es un parametro que puede usarse para calibrar
la convergencia de la estimacion.

Los coeficientes de Fourier se pueden recuperar a partir
de los estados estimados por la relacién

Cr = Q1 (1)o(1),
donde G, = [Cll o

) estd dada en la ecuaci
la siguiente pagina).

(14)

C’n]T, I' = n—1 y la matriz
7) (presentada al inicio de

.,
on (1

En caso de que se desee recuperar los coeficientes de la
serie trigonométrica de Fourier,
n

Z [a; cos (iwt) + b; sin (iwt)],
i=1

a partir de los estados estimados 7(t), se puede utilizar la
siguiente ecuacion:

AB; = 5L (1)o(t), (16)
donde i = 1,2,...n, AB; = a1 by an bp]T vy la
matriz U(t) esta descrita por la ecuacion (18) (presentada
al inicio de la siguiente pagina) con A = cos y ¥ £ sin.

y(t) (15)

3. EJEMPLOS
3.1 Ejemplo 1

Un observador espectral se puede utilizar para determinar
el contenido frecuencial de una senal a medida que ésta
varfa en el tiempo. La técnica clasica para realizar esta
tarea es la STFT que no es mas que la FT de la senal
analizada multiplicada por una ventana de tiempo. La
STFET divide la senal en pequenos segmentos, y calcula
la FT de cada segmento por separado; de esta forma, se
logra una representacion tiempo-frecuencia de la senal,
que permite conocer no soélo el valor de sus componentes
en frecuencia, sino también su ubicacién temporal; sin
embargo, la informacion de localizacion tiempo-frecuencia
s6lo puede obtenerse con una exactitud limitada, deter-
minada por el ancho de la ventana temporal utilizada
(Cortés et al., 2007).

A continuacién, presentamos un ejemplo para comparar
los resultados que se obtienen cuando se utiliza la STFT
con los resultados proporcionados por el observador es-
pectral de alta ganancia. Para este propoésito, utilizamos
los codigos en MATLAB creados por Hristo Zhivomirov
para calcular la STFT y su inversa (Zhivomirov, 2017).
La senal analizada fue (ver Figura 1):

San Luis Potosi, San Luis Potosi, México, 10-12 de Octubre de 2018

74

b

8sin (107t), 0 < ¢ < 100[s
4sin (67t), 0 <t < 300[s
3sin (107t), 300 < t < 40
(
(

s(t) = O[s]; (19)
4sin (47t), 400 <t < 600[s];
7sin (27t), 600 <t < 700[s].

La senal s(t) fue muestreada a 100 [Hz]. Para calcular la
STFT utilizando el codigo de Zhivomirov, se establecieron
los siguientes parametros: 7, = 2% [s] como la longitud de
la ventana, h = 7,,/4 [s] como el tamafio del salto y ny s =
210 como el ntmero de puntos de la FFT. La sintonizacién
del observador espectral se realizé estableciendo n = 10,
A=1,w=m[rad/s] y (0) = 0. La solucién numeérica del
observador se llevé a cabo con el método de Runge-Kutta
(ODE4) con un paso de integracion At = 0.01 [s]. Los
espectrogramas que fueron producidos por el STFT y el
observador espectral, se presentan en la Figura 2 y en la
Figura 3, respectivamente.

Para construir el espectrograma a partir de los coeficientes
estimados por el observador espectral, primeramente se
calcularon las magnitudes de los armoénicos y con ellas se
construyo el siguiente vector

IC| = [|Ca] + |C_1| |Cal +|Cs] |Chol + 1C_10l],

Notese que los coeficientes se calcularon con la ecuaciéon
(14).

Después, dado que el paso frecuencial elegido fue w
7 [rad/s], se obtuvo el siguiente vector de frecuencias
f=1051152253354 4.5 5] [Hz|. Finalmente, el
espectrograma se obtuvo graficando f versus |C].

Otra opcion para obtener el mismo espectrograma a partir
del observador espectral es graficar f versus |AB| =
[Al AQ Ag A4 A5 A6 A7 Ag Ag Alo], donde cada
elemento del vector de magnitudes | AB| se calcula asi:

|A;| = (/a2 + 2.

Notese que @; y b; se calculan utilizando la ecuacion (16).

(20)

Observe que el espectrograma generado utilizando las
estimaciones del observador espectral presenta una mejor
resolucion frecuencial con respecto a el espectrograma
generado con la STFT. Sin embargo, esto no significa
que el rendimiento del observador sea superior, ya que
es bien sabido que la resolucién de frecuencia se puede
mejorar ampliando la longitud de la ventana de tiem-
po de la STFT, incluso si esta ampliacion implica una
disminucién de la resoluciéon de tiempo. En el caso del
observador espectral, la resolucion de frecuencia se ajusta
manipulando el parametro \.
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p—iwt)  gliwt) o(—24et) o (25wt) o(—njet) o(njet)
_we(fj‘*)t) we(th) —2(&)6(72th) 2we(2JWt) _nwe(fnj‘*n:) nwe(ant)
Q(t) _ _w2€(—jwt) _w2€(jwt) _4w26(—2jwt) _4w26(2jwt) . _n2we(—njwt) _n2we(njwt) (17)
wl‘e(.—jwt) _er(jwt) QFWFB(—ijt) _2Fw1‘e(2jwt) o anFe(—njwt) _anF.e(njwt)
A(wt) v (wt) A(2wt) v (2wt) A(nwt) ¥ (nwt)
—w¥(wt) wA(wt) —2w¥(2wt) 2wa(2wt) —nwV¥(nwt)  nwa(nwt)
B(t) = —w?A(wt) —w?V(wt) —dw?A(2wt) —4w?V(2wt) ... —n*wA(nwt) —n2wV(nwt) (18)
W' (wt) —wha(wt) 2Twlv(2wt) —2Twla(2wt) ... ntwtv(nwt) —nfw! A(nwt)
8 « Espectrograma (Observador espectral)
s(t)
6 7
4 =6
4 e
2 = i3
5 =
5o EE 4
£ 2
;
2 & 3
-4 o
-6 I 1
-80 1(;0 200 3(;0 4(;0 5(;0 600 700 ”l] 100 200 300 400 500 600 00 '
tiempo [s] tiempo [s]

Figura 1. Evolucién de la senal en el tiempo.

4 Espectrograma (STFT)

frecuencia [Hz]
=

=

0 100 200 300 400

tiempo [5]

500 L] 700

Figura 2. Espectrograma a partir de la STFT

En este punto, es necesario senalar que la resolucién
frecuencial, al igual que la resolucién temporal, no sblo
depende de los pardmetros 7, y A, también depende de
los pardametros h y nys, usados en el algoritmo STFT y
w y n usados en el observador espectral, juegan un factor
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Figura 3. Espectrograma a partir del observador de alta
ganancia

importante; sin embargo, el ajuste de estos pardmetros
afecta directamente la carga computacional y la cantidad
de datos a procesar.

Para concluir este ejemplo, es necesario enfatizar que
el observador espectral es un algoritmo que, al igual
que la STFT, se puede emplear para el analisis tempo-
frecuencial de una senal cuyo contenido frecuencial varia
en el tiempo. Sin embargo, hay una gran diferencia entre:
el observador espectral calcula la FT y su inversa al
mismo tiempo, lo cual es una ventaja clara, porque en
caso de usar un STFT recursiva solo obtenemos la FT,
pero si queremos recuperar la senal reconstruida, debemos
calcular la STFT inversa.

3.2 Ejemplo 2

El observador spectral propuesto en este articulo puede
utilizarse como un diferenciador (derivador) de sefiales
periodicas. Para demostrarlo, se presenta a continuacion
un ejemplo: la diferenciacion (derivacion) de una medicion
de flujo volumétrico Q(t) en un ducto con flujo en estado
oscilatorio.
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El estado oscilatorio del flujo fue generado manipulando
la salida del variador de frecuencia (VFD?) de la bomba
que impulsa el fluido en el ducto, tal que esta salida fuera
una senal senoidal. El tiempo de muestreo que se utilizo
para la adquisicion de la senal fue At = 0.1 [s]. En la Fig.
4, se muestra Q(t).

11 x10°

105

9.5

851

[m%/s]

7.5

6.5

100 150
[s]

Figura 4. Sefial de flujo volumétrico

Para poder derivar una senal periodica utilizando el obser-
vador espectral se requiere tener la siguiente informacion:
las frecuencias fundamentales de la senal y el nimero de
armonicos de estas frecuencias.

25 x10°
oL ]
15¢ .
2
oN
E
1k ]
0.5F |
I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

[Hz]
Figura 5. Espectro de la senal de flujo volumétrico

Para conocer esta informacién, se calculd la FT de la
sefal, cuyo espectro se muestra en la Fig. 5. En esta figura
puede apreciarse que la senal contiene una frecuencia
fundamental, f = 0.05 [Hz|, y dos armonicos. Asi pues,
para esta senal con tres componentes frecuenciales, i.e.
n = 3, el siguiente observador espectral, con K =

4 Acrénimo del término en inglés "Variable Frequency Drive"
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[6.214.2 12.0 — 5.4 — 14.0 1.5]7, se utilizo para derivar
Q):

0O 1 0 0 0 0
0O 0 1 0 0 0
. 0O 0 0 1 0 0].
p(t) = O 0 0 0 1 0 U(t) + Ke(t),
0O 0 0 0 0 1
—36wS 0 —49w* 0 —14w? 0

e(t) = Q(t) — (1)

La derivada del flujo volumétrico estimada por el obser-
vador espectral es el estado estimado 5(t), la cual esta
graficada en la Fig. 6.

(21)

Para finalizar este ejemplo, no estéd de mas mencionar que
antes de calcular la derivada de Q(t), el offset de esta senal
fue removido.

%107

0.8
0.6
0.4

0.2

m%s]
o

-0.2

0.4

-0.6

-0.8

100 150

Figura 6. Q estimada

4. DISCUSION

Se presentd un algoritmo para reconstruir una senal al
mismo tiempo que se estiman sus componentes frecuen-
ciales: un observador espectral de alta ganancia. Algunas
ventajas y desventajas del uso de este observador se listan
a continuacion. Ventajas: (1) La estructura del observa-
dor, como una cadena de integradores, ya que resulta ser
adecuada para aplicaciones de control e identificacién de
parametros; (2) la incorporacion de la sefial a reconstruir
en cada iteracion; (3) la ganancia del observador se puede
calcular facilmente por medio de un sencillo algoritmo nu-
meérico; (4) la convergencia del observador es exponencial,
esto significa que la tasa de convergencia puede ajustarse
por medio de un parametro tinico A. Desventajas: (1) el
costo computacional puede ser alto si se requiere una
resolucion de frecuencia pequena; (2) el algoritmo debe
complementarse con un método de optimizaciéon para
elegir w y A de tal manera que se pueda obtener la mejor
estimacion de senales no periodicas.
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