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Resumen: Los objetivos de un observador espectral son dos: la reconstrucción de una señal
variante en el tiempo y la descomposición de dicha señal en las frecuencias que la componen. Un
observador espectral puede ser catalogado como un algoritmo en línea para el análisis tempo-
frecuencial de señales, ya que es un método con el que se puede calcular la transformada de
Fourier de una señal conforme se tiene información sobre ella, es decir, sin tener la señal
completa. La contribución principal de este trabajo es la presentación de un observador
espectral de alta ganancia para reconstruir señales con variaciones de frecuencia en el tiempo
mediante la estimación de los coeficientes de una serie de Fourier finita en forma exponencial.
El procedimiento de diseño del observador espectral se presenta junto con dos ejemplos de
aplicación, así como un análisis comparativo entre el observador espectral de alta ganancia y
un método bastante conocido para el análisis tempo-frecuencial: la transformada de Fourier de
tiempo reducido.

Keywords: Observador de estados, transformada de Fourier, análisis de tiempo-frecuencia,
transformada de Fourier de tiempo reducido, procesamiento de señales.

1. INTRODUCCIÓN

El término observador espectral fue propuesto por Hos-
tetter (1980) para nombrar al observador de estados que
permite el cálculo recursivo de la transformada de Fourier
(FT 2 ) de una señal. Desde la presentación de este traba-
jo, se han propuesto varios observadores espectrales con
mejores características para lidiar con el ruido (Bitmead
et al., 1986), las perturbaciones o la falta de datos (Orosz
et al., 2008).

Los objetivos de un observador espectral son dos: la
estimación de una señal de interés y la transformación
de dicha señal en el dominio de la frecuencia mediante
la identificación recursiva de los coeficientes de una serie
de Fourier (Bitmead, 1982). La estimación de una señal,
en el contexto de este trabajo, significa encontrar los
coeficientes de una combinación lineal de exponenciales
complejas para aproximar una señal de interés tal que se
pueda reconstruir. Los observadores espectrales son útiles
en una gran cantidad de aplicaciones, por ejemplo, para
determinar la fuente de contaminación armónica en los
sistemas de potencia (Dash y Khincha, 1988), para la
simulación de la superficie marina (Houmb y Overvik,
1981), para el diagnóstico de fallas en motores (Blödt
et al., 2006; Benbouzid et al., 1999) o para el análisis
estructural de obras civiles, tales como estructuras aero-
espaciales, edificios, puentes o plataformas petroleras.

Un observador espectral se puede catalogar como una
clase de algoritmo en línea que calcula la FT durante una
ventana de tiempo que se desliza a lo largo de la señal, es
decir, tiene la misma funcionalidad que la transformada
1 Autor de correspondencia: questions@lizeth-torres.info
2 Acrónimo del término en inglés “Fourier Transform”

de Fourier de tiempo reducido (STFT 3 ). Así que un
observador espectral puede emplearse para el análisis
de señales cuya frecuencia varía conforme transcurre el
tiempo.

El observador que se propone en este artículo está dise-
ñado a partir de un sistema dinámico que se construye a
partir de las N derivadas de una serie de Fourier finita
en forma exponencial de orden n. Para realizar la estima-
ción, el observador sólo requiere: (1) La medición de la
señal que se va a aproximar: s(t), que es utilizada para
calcular el error de observación e(t) = s(t) − ŷ(t), donde
ŷ(t) es la salida del observador. (2) Un paso frecuencial
ω = 2π/T , donde T es un período predefinido. Si la señal
a estimar es una señal periodica con periodo conocido,
ω es la frecuencia fundamental. Si la señal a aproximar
es una señal periódica con ω desconocida o una señal no
periódica, ω se debe suponer, como en la deducción de
la FT a partir de la serie de Fourier, que el período de
la señal tiende a infinito, lo que significa que ω tiende
a cero. Como consecuencia de esta suposición, ω debe
elegirse lo suficientemente pequeña o de acuerdo a la
precisión deseada de los componentes frecuenciales. En
otras palabras, ω es el paso de frecuencia que determina
la resolución del dominio de la frecuencia discretizado, de
modo que tenemos que elegir ω pensando qué tan cerca
se desean los armónicos.

Las estimaciones proporcionadas por el observador son:
(1) la reconstrucción de la señal original y (2) los coeficien-
tes de Fourier para calcular los componentes frecuenciales
de la señal.

3 Acrónimo del término en inglés “Short-time Fourier Transform”
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Este documento está organizado de la siguiente manera.
La Sección 2 presenta la formulación del observador es-
pectral a partir de una serie finita de Fourier en forma
exponencial. La Sección 3 presenta dos ejemplos utilizan-
do el método propuesto. Finalmente, en la Sección 4, se
discute sobre los principales resultados.

2. DISEÑO DEL OBSERVADOR ESPECTRAL

Para diseñar el observador espectral de alta ganancia,
se formuló un sistema dinámico en espacio de estados
considerando que una señal s(t) puede aproximarse por
la serie de Fourier finita de forma exponencial

y(t) =

n∑
k=−n

Cke
kjωt, (1)

donde n es el orden de la serie de Fourier, Ck son los
coeficientes de Fourier y ω es la frecuencia fundamental
de la señal a estimar o el paso discreto en el dominio de
la frecuencia.

Para la formulación del sistema dinámico, se definió a
la serie de Fourier (1) como el primer estado, y al resto
de cada uno de los estados, como la derivada del estado
previo.

En este trabajo, se supuso que s(t) no tiene un componen-
te constante (offset) o que este desplazamiento se puede
eliminar por medio de un algoritmo en línea antes que
s(t) sea procesada por el observador espectral. Así pues,
k 6= 0.

Para mostrar la formulación del sistema dinámico se
muestra a continuación el caso mas sencillo: cuando el
orden de la serie de Fourier es n = 1. En este caso,
se necesita formular un sistema dinámico con N = 2
estados que se denotarán como ν1(t) y ν2(t). Cada uno
de estos estados tienen la finalidad de ser utilizados para
recuperar los coeficientes C−1 y C1 a través de un cambio
de coordenadas. Los dos primeros estados se definen a
continuación, el primer estado como la serie de Fourier y
el segundo estado como su primera derivada.
ν1(t) = y(t) = C−1e

−jωt + C1e
jωt,

ν2(t) = ẏ(t) = −jωC−1e
−jωt + jωC1e

jωt. (2)

Calculando la derivada del segundo estado,
ν̇2(t) = ÿ(t) = j2ω2C−1e

−jωt + j2ω2C1e
jωt (3)

= −ω2(C−1e
−jωt + C1e

jωt) = −ω2ν1(t) = −ω2y(t),

el sistema dinámico que resulta es el siguiente:
ν̇1(t) = ν2(t), (4)
ν̇2(t) = −ω2ν1(t).

Si el orden aumenta a n = 2, entonces N = 4, ya que se
requiere recuperar cuatro coeficientes. Así pues, los cuatro
estados, ν1(t), ν2(t), ν3(t) y ν4(t), se definen en la ecuación
(5) (presentada al inicio de la siguiente página).

Calculando la derivada de ν4(t)

ν̇4(t) = y(4)(t) = j4ω4C−1e
−jωt + j4ω4C1e

jωt (6)
+ 16j4ω4C−2e

−2jωt + 16j4ω4C2e
2jωt,

el sistema dinámico resultante es

ν̇1(t) = ν2(t);

ν̇2(t) = ν3(t), (7)
ν̇3(t) = ν4(t),

ν̇4(t) = −4ω4ν1(t)− 5ω2ν3(t).

Generalizando la ecuación (5) para un orden n, se obtiene
el siguiente sistema:
ν̇1(t) = ν2(t),

ν̇2(t) = ν3(t),

... =
..., (8)

ν̇N (t) = (−1)n(mod 2)ω2n
[
1 22n · · · n2n

]
A−1

k A−1
ω ν(t),

donde N = 2n, Aω y Ak se expresan por la ecuación (9)
y la ecuación (10), respectivamente.

Aω
.
=



1 0 0 0 · · · 0 · · · 0
0 ω 0 0 · · · 0 · · · 0
0 0 −ω2 0 · · · 0 · · · 0
0 0 0 −ω3 · · · 0 · · · 0
...
...

...
...

. . .
...

. . .
...

0 0 0 0 · · · Ψ(ωm) · · · 0
...
...

...
...

. . .
...

. . .
...

0 0 0 0 · · · 0 · · · Ψ(ω2n−1)


, (9)

donde
Ψ(ωm) = (−1)(m(mod 4)−m(mod 2))/2 ωm,

Ψ(ω2n−1) = (−1)(2n(mod 4)−2)/2 ω2n−1.

Ak
.
=



1 0 1 0 · · · 1 0
0 1 0 2 · · · 0 n
1 0 4 0 · · · n2 0
0 1 0 8 · · · 0 n3

...
...

...
...

. . .
...

...
1 0 22n−2 0 · · · n2n−2 0
0 1 0 22n−1 · · · 0 n2n−1


. (10)

Dado que el sistema descrito por (8) es observable, un
observador espectral de gran ganancia puede diseñarse de
la siguiente manera:
˙̂ν(t) = Aν̂(t) +K(y(t)− Cν̂(t)), (11)
ŷ(t) = Cν̂(t) = ν̂1(t),

donde ŷ(t) es la señal estimada,

A =


0 1 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0

. . .
...

... 1
γ1(ω) . . . γn(ω)

 , (12)

C = [1, 0, ..., 0] y γi(ω) son coeficientes constantes.

La ganancia del observador expresada por K e invo-
lucrada en en el término de corrección, se calcula así:
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ν1(t) = y(t) = C−1e
−jωt + C1e

jωt + C−2e
−2jωt + C2e

2jωt,

ν2(t) = ẏ(t) = −jωC−1e
−jωt + jωC1e

jωt − 2jωC−2e
−2jωt + 2jωC2e

2jωt,

ν3(t) = ÿ(t) = j2ω2C−1e
−jωt + j2ω2C1e

jωt + 4j2ω2C−2e
−2jωt + 4j2ω2C2e

2jωt, (5)

ν4(t) = y(3)(t) = −j3ω3C−1e
−jωt + j3ω3C1e

jωt − 8j3ω3C−2e
−2jωt + 8j3ω3C2e

2jωt,

K = S−1CT , donde S es la solución única de la siguiente
ecuación algebraica de Lyapunov:
− λS −ATS − SA+ CTC = 0 (13)
donde λ es un parámetro que puede usarse para calibrar
la convergencia de la estimación.

Los coeficientes de Fourier se pueden recuperar a partir
de los estados estimados por la relación
Ĉk = Ω−1(t)ν̂(t), (14)

donde Ĉk = [Ĉ−1 Ĉ1 ... Ĉ−n Ĉn]T , Γ = n−1 y la matriz
Ω está dada en la ecuación (17) (presentada al inicio de
la siguiente página).

En caso de que se desee recuperar los coeficientes de la
serie trigonométrica de Fourier,

y(t) =

n∑
i=1

[ai cos (iωt) + bi sin (iωt)] , (15)

a partir de los estados estimados ν̂(t), se puede utilizar la
siguiente ecuación:

ÂBi = f−1(t)ν̂(t), (16)

donde i = 1, 2, ..., n, ÂBi = [â1 b̂1 ... ân b̂n]T y la
matriz f(t) está descrita por la ecuación (18) (presentada
al inicio de la siguiente página) con N , cos y H , sin.

3. EJEMPLOS

3.1 Ejemplo 1

Un observador espectral se puede utilizar para determinar
el contenido frecuencial de una señal a medida que ésta
varía en el tiempo. La técnica clásica para realizar esta
tarea es la STFT que no es mas que la FT de la señal
analizada multiplicada por una ventana de tiempo. La
STFT divide la señal en pequeños segmentos, y calcula
la FT de cada segmento por separado; de esta forma, se
logra una representación tiempo-frecuencia de la señal,
que permite conocer no sólo el valor de sus componentes
en frecuencia, sino también su ubicación temporal; sin
embargo, la información de localización tiempo-frecuencia
sólo puede obtenerse con una exactitud limitada, deter-
minada por el ancho de la ventana temporal utilizada
(Cortés et al., 2007).

A continuación, presentamos un ejemplo para comparar
los resultados que se obtienen cuando se utiliza la STFT
con los resultados proporcionados por el observador es-
pectral de alta ganancia. Para este propósito, utilizamos
los códigos en MATLAB creados por Hristo Zhivomirov
para calcular la STFT y su inversa (Zhivomirov, 2017).
La señal analizada fue (ver Figura 1):

s(t) =


8 sin (10πt), 0 ≤ t < 100[s];
4 sin (6πt), 0 ≤ t < 300[s];
3 sin (10πt), 300 ≤ t < 400[s];
4 sin (4πt), 400 ≤ t < 600[s];
7 sin (2πt), 600 ≤ t < 700[s].

(19)

La señal s(t) fue muestreada a 100 [Hz]. Para calcular la
STFT utilizando el código de Zhivomirov, se establecieron
los siguientes parámetros: τw = 28 [s] como la longitud de
la ventana, h = τw/4 [s] como el tamaño del salto y nfft =
210 como el número de puntos de la FFT. La sintonización
del observador espectral se realizó estableciendo n = 10,
λ = 1, ω = π [rad/s] y ν̂(0) = 0. La solución numérica del
observador se llevó a cabo con el método de Runge-Kutta
(ODE4) con un paso de integración ∆t = 0.01 [s]. Los
espectrogramas que fueron producidos por el STFT y el
observador espectral, se presentan en la Figura 2 y en la
Figura 3, respectivamente.

Para construir el espectrograma a partir de los coeficientes
estimados por el observador espectral, primeramente se
calcularon las magnitudes de los armónicos y con ellas se
construyó el siguiente vector

|C| = [|Ĉ1|+ |Ĉ−1| |Ĉ2|+ |Ĉ−2| ... |Ĉ10|+ |Ĉ−10|],

Nótese que los coeficientes se calcularon con la ecuación
(14).

Después, dado que el paso frecuencial elegido fue ω =
π [rad/s], se obtuvo el siguiente vector de frecuencias
f = [0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5] [Hz]. Finalmente, el
espectrograma se obtuvo graficando f versus |C|.
Otra opción para obtener el mismo espectrograma a partir
del observador espectral es graficar f versus |AB| =
[A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10], donde cada
elemento del vector de magnitudes |AB| se calcula así:

|Ai| =
√
â2
i + b̂2i . (20)

Notese que âi y b̂i se calculan utilizando la ecuación (16).

Observe que el espectrograma generado utilizando las
estimaciones del observador espectral presenta una mejor
resolución frecuencial con respecto a el espectrograma
generado con la STFT. Sin embargo, esto no significa
que el rendimiento del observador sea superior, ya que
es bien sabido que la resolución de frecuencia se puede
mejorar ampliando la longitud de la ventana de tiem-
po de la STFT, incluso si esta ampliación implica una
disminución de la resolución de tiempo. En el caso del
observador espectral, la resolución de frecuencia se ajusta
manipulando el parámetro λ.
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Ω(t) =


e(−jωt) e(jωt) e(−2jωt) e(2jωt) . . . e(−njωt) e(njωt)

−ωe(−jωt) ωe(jωt) −2ωe(−2jωt) 2ωe(2jωt) . . . −nωe(−njωt) nωe(njωt)

−ω2e(−jωt) −ω2e(jωt) −4ω2e(−2jωt) −4ω2e(2jωt) . . . −n2ωe(−njωt) −n2ωe(njωt)

...
...

ωΓe(−jωt) −ωΓe(jωt) 2ΓωΓe(−2jωt) −2ΓωΓe(2jωt) . . . nΓωΓe(−njωt) −nΓωΓe(njωt)

 (17)

f(t) =


N(ωt) H(ωt) N(2ωt) H(2ωt) . . . N(nωt) H(nωt)
−ωH(ωt) ωN(ωt) −2ωH(2ωt) 2ωN(2ωt) . . . −nωH(nωt) nωN(nωt)
−ω2N(ωt) −ω2H(ωt) −4ω2N(2ωt) −4ω2H(2ωt) . . . −n2ωN(nωt) −n2ωH(nωt)

...
...

ωΓH(ωt) −ωΓN(ωt) 2ΓωΓH(2ωt) −2ΓωΓN(2ωt) . . . nΓωΓH(nωt) −nΓωΓN(nωt)

 (18)
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Figura 1. Evolución de la señal en el tiempo.

Figura 2. Espectrograma a partir de la STFT

En este punto, es necesario señalar que la resolución
frecuencial, al igual que la resolución temporal, no sólo
depende de los parámetros τw y λ, también depende de
los parámetros h y nfft usados en el algoritmo STFT y
ω y n usados en el observador espectral, juegan un factor

Figura 3. Espectrograma a partir del observador de alta
ganancia

importante; sin embargo, el ajuste de estos parámetros
afecta directamente la carga computacional y la cantidad
de datos a procesar.

Para concluir este ejemplo, es necesario enfatizar que
el observador espectral es un algoritmo que, al igual
que la STFT, se puede emplear para el análisis tempo-
frecuencial de una señal cuyo contenido frecuencial varía
en el tiempo. Sin embargo, hay una gran diferencia entre:
el observador espectral calcula la FT y su inversa al
mismo tiempo, lo cual es una ventaja clara, porque en
caso de usar un STFT recursiva solo obtenemos la FT,
pero si queremos recuperar la señal reconstruida, debemos
calcular la STFT inversa.

3.2 Ejemplo 2

El observador spectral propuesto en este artículo puede
utilizarse como un diferenciador (derivador) de señales
periodicas. Para demostrarlo, se presenta a continuación
un ejemplo: la diferenciación (derivación) de una medición
de flujo volumétrico Q(t) en un ducto con flujo en estado
oscilatorio.
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El estado oscilatorio del flujo fue generado manipulando
la salida del variador de frecuencia (VFD 4 ) de la bomba
que impulsa el fluido en el ducto, tal que esta salida fuera
una señal senoidal. El tiempo de muestreo que se utilizó
para la adquisición de la señal fue ∆t = 0.1 [s]. En la Fig.
4, se muestra Q(t).
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10-3

Figura 4. Señal de flujo volumétrico

Para poder derivar una señal periodica utilizando el obser-
vador espectral se requiere tener la siguiente información:
las frecuencias fundamentales de la señal y el número de
armónicos de estas frecuencias.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
[Hz]

0

0.5

1
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2
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3
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]

10-3

Figura 5. Espectro de la señal de flujo volumétrico

Para conocer esta información, se calculó la FT de la
señal, cuyo espectro se muestra en la Fig. 5. En esta figura
puede apreciarse que la señal contiene una frecuencia
fundamental, f = 0.05 [Hz], y dos armónicos. Así pues,
para esta señal con tres componentes frecuenciales, i.e.
n = 3, el siguiente observador espectral, con K =

4 Acrónimo del término en inglés "Variable Frequency Drive"

[6.2 14.2 12.0 − 5.4 − 14.0 1.5]T , se utilizó para derivar
Q(t):

˙̂ν(t) =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

−36ω6 0 −49ω4 0 −14ω2 0

 ν̂(t) +Ke(t),

e(t) =Q(t)− ν̂1(t). (21)

La derivada del flujo volumétrico estimada por el obser-
vador espectral es el estado estimado ν̂2(t), la cual está
graficada en la Fig. 6.

Para finalizar este ejemplo, no está de mas mencionar que
antes de calcular la derivada deQ(t), el offset de esta señal
fue removido.
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Figura 6. Q̇ estimada

4. DISCUSIÓN

Se presentó un algoritmo para reconstruir una señal al
mismo tiempo que se estiman sus componentes frecuen-
ciales: un observador espectral de alta ganancia. Algunas
ventajas y desventajas del uso de este observador se listan
a continuación. Ventajas: (1) La estructura del observa-
dor, como una cadena de integradores, ya que resulta ser
adecuada para aplicaciones de control e identificación de
parámetros; (2) la incorporación de la señal a reconstruir
en cada iteración; (3) la ganancia del observador se puede
calcular fácilmente por medio de un sencillo algoritmo nu-
mérico; (4) la convergencia del observador es exponencial,
esto significa que la tasa de convergencia puede ajustarse
por medio de un parámetro único λ. Desventajas: (1) el
costo computacional puede ser alto si se requiere una
resolución de frecuencia pequeña; (2) el algoritmo debe
complementarse con un método de optimización para
elegir ω y λ de tal manera que se pueda obtener la mejor
estimación de señales no periodicas.
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