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Resumen: En este trabajo se aborda el problema de estabilizacién de modelos con retardo
para redes TCP/AQM (transmission control protocol/active queue management) utilizando
un controlador tipo PD como estrategia AQM. Basdndose en resultados recientes de los
autores sobre la caracterizacién completa del conjunto de controladores PD estabilizantes,
se analiza la geometria del conjunto ante cambios en los pardmetros de red. Se obtiene la
regién completa robusta de controladores PD que estabilizan la familia de sistemas generada
por incertidumbres tipo intervalo en los pardmetros de red. Un ejemplo ilustrativo completa

el articulo.

Palabras Clave: Controladores PD-AQM, estabilidad, estabilidad robusta, fragilidad,

sistemas con retardos.

1. INTRODUCCION

En la actualidad el congestionamiento durante la trans-
misién de informacién es uno de los mayores problemas
en las redes de comunicacién. Para abordar dicho prob-
lema en Braden et.al. (1998) se recomienda utilizar es-
quemas AQM, que tienen como objetivo principal mini-
mizar el riesgo de congestién regulando el tamano prome-
dio de la cola en los enrutadores. Estos esquemas traba-
jan en conjunto con el TCP, el cual se encarga de dictar
c6mo adaptar la tasa de envio de las fuentes emisoras de
informacién. El sistema de red TCP/AQM combinado
tiene como objetivos lograr una utilizacién eficiente de
los recursos de la red, minimizar el riesgo de pérdida de
informacién y proporcionar un funcionamiento estable y
robusto en la calidad del servicio (QoS).

Con el desarrollo de modelos mateméticos que de-
scriben aproximadamente el comportamiento de redes
TCP/AQM, el problema se puede estudiar desde la
perspectiva de sistemas de control retroalimentados. Un
ejemplo de este tipo de modelos mateméticos es el que
se propone en Hollot et.al. (2002), el cual aproxima el
comportamiento de una red TCP/AQM relacionando
los principales pardametros de red con la velocidad de
cambio de flujo de paquetes a través de un solo enrutador
congestionado. Gracias a este tipo de modelos en la lit-
eratura encontramos estrategias AQM diseniadas en base
a la teorfa de control, especificamente, Proporcional (P)
Hollot et.al. (2002); Michiels et.al. (2006), Proporcional-
Integral (PI) Hollot et.al. (2002); Melchor-Aguilar y
Niculescu (2009), Proporcional-Derivativo (PD) Kim
(2006); Azadegan et.al. (2015); Puerto-Pina y Melchor-
Aguilar (2016, a); Puerto-Pina y Melchor-Aguilar (2016,
b), H* Quet y Ozbay (2004), entre otros.

En particular, en Kim (2006) se demuestra que una
estructura de control tipo PD en funcién de la longitud
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de la cola en el enrutador es el control por retroali-
mentaciéon de estados natural para regular completa-
mente la dindmica del TCP. En la literatura encontramos
algunas estrategias AQM disenadas bdsicamente con la
estructura de un controlador PD y algunos términos adi-
cionales, véase Sun et.al. (2003); Li et.al. (2004); Xiong
et.al. (2010); Bisoy y Pattnaik (2017). Las capacidades
del control PD-AQM (y sus variantes) en la regulacién
de la longitud de la cola en diferentes escenarios de red
asf como comparaciones con otras estrategias de AQM se
han ilustrado en Sun et.al. (2003), Xiong et.al. (2010),
Azadegan et.al. (2015) y Bisoy y Pattnaik (2017) me-
diante simulaciones en el software network simulator 2.
Los controladores PD-AQM mencionados anteriormente
se basan en condiciones suficientes de estabilidad, a
diferencia de Puerto-Pina y Melchor-Aguilar (2016, a)
y Puerto-Pina y Melchor-Aguilar (2016, b) donde se
proporciona la regién de estabilidad completa de los con-
troladores PD que estabilizan la linealizacién del modelo
propuesto en Hollot et.al. (2002). Adicionalmente, en
Puerto-Pina y Melchor-Aguilar (2016, a) y Puerto-Pina
y Melchor-Aguilar (2016, b) se presenta un algoritmo
para la determinacién de las ganancias del controlador
que proporcionan un controlador PD no frégil, es decir,
que admite perturbaciones en las ganancias del contro-
lador sin perder la propiedad de estabilidad.

Sin embargo, existe un problema con el controlador tipo
PD usado en Puerto-Pifia y Melchor-Aguilar (2016, a)
y Puerto-Pina y Melchor-Aguilar (2016, b). El contro-
lador PD estabilizante tiene la desventaja que una vez
definidos los pardametros del sistema y un objetivo de
control, existe un tinico valor de la ganancia proporcional
capaz de regular a un valor deseado la longitud de la
cola en el enrutador. Este problema no fue considerado
en las referencias mencionadas. Por lo tanto, en esta in-
vestigacién se presenta una modificacién a la estructura
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de control PD con el objetivo de evitar el problema men-
cionado. Entonces se definen las condiciones necesarias
y suficientes de estabilidad exponencial para la lineal-
izacién del sistema en lazo cerrado con el controlador
PD modificado.

Por otro lado, uno de los objetivos mas importantes del
esquema AQM es la robustez con respecto a incertidum-
bres en los pardmetros de red. En Hollot et.al. (2002)
y Melchor-Aguilar y Niculescu (2009) se realizan unos
andlisis de robustez paramétrica para las estrategias
AQM basadas en controladores P y PI, respectivamente.
Sin embargo, un an4lisis de este tipo no ha sido realizado
para el caso PD-AQM. En este articulo se realiza un
andlisis de la geometria del conjunto de controladores
PD estabilizantes ante cambios en los pardmetros de
red. Como consecuencia, se obtiene el conjunto completo
de controladores PD robustos que estabilizan la familia
de sistemas generados por incertidumbres tipo intervalo
en los pardmetros. En la obtencién de los resultados se
utilizan transformaciones de escalamiento en tiempo y
estado que nos permiten simplificar la complejidad del
andlisis de la geometria del conjunto de controladores
ante cambios en los pardmetros. Finalmente, se utiliza el
algoritmo propuesto en Puerto-Pifia y Melchor-Aguilar
(2016, a) y Puerto-Pinia y Melchor-Aguilar (2016, b)
para seleccionar un controlador no fragil en la regién
robusta de controladores PD, lo que permite disenar un
controlador PD robusto y no frégil.

2. MODELO MATEMATICO Y CONTROLADOR PD

En el andlisis se considera el modelo dindmico intro-
ducido en Hollot et.al. (2002) para describir el compor-
tamiento de las redes TCP /AQM. Este modelo relaciona
el valor promedio de las principales variables de red
para n fuentes homogéneas controladas con el TCP y
un sélo enrutador congestionado, el cual es descrito a
través de las siguientes ecuaciones diferenciales no lin-
eales, acopladas y con retardo:

1 wwl—1)

(t) = e p(t =),
T T (1)
i(t) = gw(t) —c

donde w(t) denota el tamafio promedio de ventana TCP
(paquetes), ¢(t) es el tamafno promedio de la cola (pa-
quetes), 7 es el tiempo de viaje redondo (RTT, por sus
siglas en inglés) en segundos, c es la capacidad del enlace
(paquetes/segundos), n es el nimero de sesiones TCP
y () es la probabilidad de marcado de paquetes, que
representa la estrategia de control AQM. Es importante
mencionar que el modelo (1) no considera la etapa de
inicio lento del TCP, Hollot et.al. (2002). El dnico punto
de equilibrio del sistema (2) estd dado por

et 2n?
('we;pe) = (Z, (CT)2> .

Adicionalmente, en Hollot et.al. (2002) y Michiels et.al.
(2006) se demuesta que si w >> 1, entonces el compor-
tamiento del sistema (1) alrededor del equilibrio (we, pe)
se puede aproximar por el sistema
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wty=L -0 o,
T 2T (2)
() = “w(t) —c.

La suposicién w >> 1 es védlida para una clase de redes
TCP/AQM, por lo tanto, en este articulo se utiliza el
modelo (2) para realizar un anélisis de estabilidad y
obtener resultados locales.

Consideramos el modelo simplificado (2) y un contro-
lador PD-AQM de la forma
3)

p(t) = Kpq(t) + Kag(2).

En Kim (2006) se demostré que es necesario un control
PD de la forma (3) para soportar completamente la
dindmica TCP. Por otro lado, el uso de un control PD
supera la restriccion en la aplicacién de tener una medida
o estimacién de w(t), la cual no es accesible en los
enrutadores de redes reales, ver Azadegan et.al. (2015)
para las discusiones de este hecho.

Realizando un andlisis de los equilibrios del sistema en
lazo cerrado (2)-(3) se concluye que el sistema tiene un
tnico punto de equilibrio definido como

(o) = (Lt )

Observemos que el punto de equilibrio ¢. depende de la
ganancia K, del controlador (3), y por lo tanto, dados
los pardmetros de red (n,7,¢) y un equilibrio deseado
gq > 0, existe sélo un valor de K, que permite regular la
cola al objetivo ¢4. Esta dependencia del equilibrio de K,
fue observada también en los trabajos donde se usa un
controlador tipo P como estrategia AQM, véase Hollot
et.al. (2002) y Michiels et.al. (2006). La dependencia de
K, representa una desventaja para el controlador (3)
frente a otros controladores, como por ejemplo el PI,
que para un conjunto de valores en sus ganancias son
capaces de regular la cola ¢(t) a un objetivo g, deseado.

Para resolver el problema anterior, dado g4 deseado en
este articulo se propone utilizar el controlador tipo PD-

AQM
p(t) = K, (q(t) — qa) + Kag (t) + pe, (4)

con el cudl el sistema en lazo cerrado (2)-(4) tiene un
tnico punto de equilibrio definido como

TC
('UJe, qe) - (Z;%) .
3. ESCALAMIENTO EN TIEMPO Y ESTADO

Con el controlador tipo PD ya definido, el siguiente paso
es realizar un andlisis de estabilidad. Con el obejtivo
de simplificar la complejidad de dicho anilisis a contin-
uacién se definen transformaciones de escalamiento en
tiempo y estado. Siguiendo con las ideas propuestas en
Michiels et.al. (2006), considere la siguiente transforma-
cién de escalamiento en tiempo y estado.
v=Lt )= v ay =2 @)
T n
Usando (5) podemos reescribir el sistema en lazo cerrado
(2)-(4) como el sistema escalado
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donde F(§) = ng(t’ — 1) — gq y el dnico punto de
equilibrio estd definido como
IS TC qcl)
esde) =\ —/H |- 7

(e ) = (7. (™)
El sistema con retardo (6) es de tipo neutro debido a
que involucra los valores pasados de la derivada temporal
de ¢(t), ver Puerto-Pina y Melchor-Aguilar (2016, a) y
Puerto-Pina y Melchor-Aguilar (2016, b).
Sin embargo, al igual que el caso observado en Puerto-
Pina y Melchor-Aguilar (2016, a) y Puerto-Pifia y
Melchor-Aguilar (2016, b), el sistema se puede transfor-
mar en un sistema de tipo retardado si las condiciones
iniciales satisfacen ciertas propiedades.

Lema 1. Considere el sistema con retardo de tipo neu-
tro (6) y el sistema con retardo de tipo retardado
-y @ ()
w(t')=1- 5
: TC
G(t') =w(t') — —
i) =alt) - =,
donde F'(w) =w(t' — 1) — @

Para condiciones iniciales

I3 @)+ KaF (0) 0]

'lZJ(t/) = @w(tl)7 (j(t/) = @q(tl)7t/ € [717 O] ) (9)
satisfaciendo
bylt) =0 (t) = el-L0l,  (10)

tenemos que las soluciones correspondientes de los sis-
temas (6) y (8) coinciden. Aqui, asumimos que ¢, €
C ([-1,0],R), el espacio de las funciones continuas que
mapean el intervalo [-1,0] a R, y ¢, € C' ([-1,0],R),
el espacio de las funciones continuamente diferenciables
que mapean el intervalo [—1,0] a R.

Resulta pertinente analizar si la restriccion (10) se sat-
isface o no en la aplicacién real. Usando las ideas prop-
uestas en Srikant (2004) para la etapa de inicio lento
del algoritmo TCP/AQM, en Puerto-Pifia y Melchor-
Aguilar (2016, a) se muestra que la restriccién sobre las
condiciones iniciales (10) si se satisfacen en la aplicacién
real y estdn definidas por las expresiones

Po(t') =2520/T ¢ e [-1,0] y

TC
gpq(t/) :¢q(71)+0(tl) 7Z(t/+7_)7 e [7170]7
para algin K e Ny C (t') = T <Q(t /™) . 5)

4. CARACTERIZACION COMPLETA DE
CONTROLADORES PD

Basados en el Lema 1 ahora procedemos a desarrollar el
andlisis de estabilidad local alrededor del equilibrio del
sistema de tipo retardado (8).

El tnico punto de equilibrio de (8) estd dado por (7). La
linealizacion alrededor de (e, G.) es

E(t) = AL(t) + BE(t —7), (11)
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donde

w(t') =wt') —we y q(t') = q(t') — ge.
4.1 Frontera de la region de estabilidad

Es bien sabido que el sistema (11) es exponencialmente
estable si y sélo si su funcién caracteristica (cuasipoli-
nomio)
2n Kaqrc? >,
f(s)s+ +2nse+ 5, €
no tiene ceros con parte real positiva, ver Gu et.al.
(2003).

El siguiente resultado proporciona las condiciones nece-
sarias y suficientes de estabilidad exponencial para el
sistema (11).

Proposicion 1. Dados los pardmetros de red (n,7,c),
el sistema (11) es exponencialmente estable si y sélo si
las ganancias K, y Kg del controlador (4) pertenecen a
la regién de estabilidad I',, 7 ), definida en el espacio de
las ganancia (K, Kq), cuya frontera O'(;, ; ) estd dada
por

O (7 0) = {(Kp(w,n, 7,¢), Kg(w,n,7,¢) : w ( , @)U
{(Kp,Kd) :Kp:O,KdE [Kd ]}
donde
Ky(w,n,7,¢c)= (72:)2 (%w sin(w) + w? cos(w)> (12)
Kq(w,n,7,c) = % (w sin(w) — % cos(w)> ,  (13)

y @ es solucién de la ecuacién
cTW

——— =tan(w),Vw € (g,ﬂ> .

o (14)

La parametrizacién (12)-(13) define la frontera de la
regién de estabilidad completa, y por lo tanto, propor-
ciona el conjunto completo de controladores tipo PD (4)
que estabilizan el sistema (11). Debido a lo anterior, el
diseno de un controlador PD-AQM se simplifica a la
seleccién de las ganancias K, y K4 dentro de esta regién
de estabilidad. Evidentemente, para obtener un buen
rendimiento es necesario seleccionar estas ganancias de
acuerdo a los objetivos de control planteados por el
disenador.

4.2 Propiedades geométricas de las regiones de estabili-
dad

Para realizar un anélisis de robustez ante variaciones en
los pardmetros es importante conocer algunas propiedades
geometricas de la regiéon de estabilidad definida por
O (;,.,¢) en la Proposicién 1, por lo que a continuacién
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se presentan algunas propiedades de las funciones (12)
y (13). Las demostraciones de los siguientes resultados
se obtienen mediante calculos directos aunque tediosos
derivados de (12) y (13).

Lema 2. La funcién continua K,(w,n, T, c) satisface:
i) Kp(w,n,7,¢) >0, Vw € (0,w),
if) Llen.0 0, i = (0,wn)

dKp(w,n,,c) o
R =0, W = Wiy

i)
iv) W <0, Vw = (wp, ).

Aqui wy, es la solucién de la ecuacién

2 2
_at = tan (w) ,Yw € (0, 7) yfy:—n.
V- w TC

=
Lema 3. La funcién continua Ky(w,n, 7, c) satisface:

1) Kq(w,n,7,¢) <0, Yw € (0,0).

1) Kg(w,n,7,¢) =0, w=0.

1) Kq(w,n,7,¢) >0, YVw € (0,w) .
jv) Halenro) 0 v, € (0,w).
Aqui @ es la solucién de la ecuaciéon

2N fan (@), Ve € (0,7/2).

(15)
CTW

Ahora analizararemos el comportamiento de las fun-
ciones (12) y (13) ante variaciones en los pardmetros de
red.
Dados (n,7,¢) v (ng, 7o, co) satisfaciendo
nzng, T< 7oy ¢< Co, (16)
sean @ y wo las soluciones de la ecuacién (14) correspon-
dientes a los pardmetros (n,7,¢) y (ng, 7o, ¢o), respecti-
vamente. Por otro lado, sean @ y @y las soluciones de la
ecuacion (15) correspondientes a los pardmetros (n, 7, ¢)
y (no, 7o, ¢o), respectivamente. Se tiene que

Wo<w y w Sw.
El siguiente resultado proporciona informacién sobre el

comportamiento de la parametrizaciéon (12)-(13) ante
variaciones en los pardmetros de red.

Lema 4. Dados los pardametros (n,7,c¢) y (no,7o,co)
satisfaciendo (16), se satisface

1) Kp(w,no,70,¢0) < Kp(w,n,7,¢), Yw € (0,00),
i1) Kg(w,n,7,¢) < Kq(w, no, 70, o) < 0, Yw € (0, o],
1) Kq(w,n,7,¢) > Kq(w, no, To,c0) > 0, Yw € (%,(DQ) ,

. ., K . -
w) La funcién ﬁ% es estrictamente creciente como
p

funcién de w y satisface
Kd(w7n77_7c) Kd (w7n0770760)
K;D(w7n77_7c) - K;D (w7n0770760)

, Yw e (LDO,LDO) .
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5. ANALISIS DE ESTABILIDAD ROBUSTA

En esta seccién se presenta el resultado que permite dis-
enar controladores PD-AQM robustos ante variaciones
en los pardmetros de red (n, 7, c).

Proposicion 2. Dados los pardmetros de red (ng, 79, co) ,
para cualesquiera (n,7,c) satisfaciendo (16), las corre-
spondientes regiones de estabilidad satisfacen

F(ng,‘rg,co) c 1ﬂ(nn’,c)- (17)
Demostraciéon. La demostracién consiste en mostrar
que el conjunto I'(,; -, ) esta contenido en T, - ..
Utilizando los Lemas 2, 3 y 4 que caracterizan la frontera
de las regiones de estabilidad es posible mostrar dicha
contencién de conjuntos. B

Una consecuencia directa de la propiedad (17) es el
siguiente corolario, el cual proporciona los argumentos
para contruir una regién de estabilidad robusta.
Corolario 1. Supongamos que los pardmetros de red
(n,T,c) son constantes y satisfacen

ne[nl,ng], 76[71,7'2] yCE[Cl,CQ]. (18)
Entonces, I' (., 75 ¢) C I'(n,r,c) Para todos los pardmetros
de red (n, T, c) satisfaciendo (18), véase Fig 1.
A
Kd

(ny, T2, C2)

\/

Kp

Fig. 1. Propiedad de contencién entre regiones de esta-
bilidad.

El corolario anterior proporciona la herramienta prin-
cipal para disenar controladores PD-AQM robustos. La
region I, 5,¢,) €8 la regién de estabilidad robusta para
todas las variaciones de parametros (n, 7, ¢) satisfaciendo
(18). En otras palabras, disefiando el controlador PD con
ganancias dentro de la regién I'(,, ;, .,y se garantiza la
estabilidad en lazo cerrado para todos los pardmetros
(n,7,c) que satisfacen (18).

Los intervalos para los pardmetros en (18) pueden ser
definidos por el disefiador en funcién de mediciones y
andlisis estadisticos de la red TCP en consideracion.

6. EJEMPLO NUMERICO

A continuacién se presenta un ejemplo numérico con
la finalidad de ilustrar el uso de las herramientas para
diseniar controladores PD-AQM robustos propuestas en
este trabajo.

Consideremos los pardmetros (n, 7, ¢) satisfaciendo
n € [50,100],7 € [0.200,0.300] , ¢ € [3500,4000], (19)
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y un equilibrio deseado q; = 200 paquetes.

Primeramente, usando el Corolario 1 construimos la
region robusta I'(,, -, ¢,), es decir, la region definida por
los pardmetros (50,0.300,4000), véase Fig 2. Después,
utilizando la metodologia propuesta en Puerto-Pina y
Melchor-Aguilar (2016, a) y Puerto-Pifia y Melchor-
Aguilar (2016, b) podemos seleccionar un control PD
no fragil dentro de I'(,, r, c,), como por ejemplo el
controlador

(Kp,Kd) = (1.5x107°,1.8 x 107°), (20)
que se observa en la Fig. 2.
x10°
(Kp,Kd)
*
0 0‘.5 1‘ 1‘.5 é 215 (‘3 3‘.5 4‘1
x10

Fig. 2. Regién de estabilidad I'¢,, 7, ;) ¥ un controlador
PD-AQM no fragil.

Para corroborar que el controlador seleccionado es ro-
busto, seleccionamos 3 tercias de pardmetros (n,7,c) y
realizamos simulaciones en Matlab para el sistema no
lineal (8). Las tercias se eligieron para los siguientes
casos:

(n1,71,c2) = (50,0.200,4000)
(n2,T2,c1) = (100, 0.300, 3500) ,
(n3,7s3,c3) = (80,0.280,3900) .

Es importante mencionar que el controlador PD-AQM
usado en este ejemplo no fue seleccionado con el objetivo
de cumplir algiin tipo de desempeno, fue elegido tunica-
mente para mostrar las propiedades de robustez de los
controladores contenidos en la regién region I'(,, 7, co)-

En la Fig. 3 observamos las soluciones ¢ (t) del sistema
(8) obtenidas en la simulacién. Con esta informacién se
puede medir el desempenio del controlador en cada uno
de los casos. Desde la ¢ptica de las redes TCP/AQM, la
tercia (ng, T2, ¢1) representa el caso critico dentro de los
intervalos definidos, es decir, es el caso donde interactiian
el mayor nimero de flujos TCP, el mayor tiempo en el
RTT y la menor capacidad de transmisién. Contraria-
mente, el (nq,71,c2) representa el caso menos compli-
cado para el controlador. El tamano de cola deseado
siempre se alcanza, con lo que se muestra que las her-
ramientas proporcionadas en este trabajo permiten dis-
enar controladores PD-AQM robustos. Adicionalmente,
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---(nz, T2, €1)
== (n3, T3, C3)
— (1,71, &)

q(t)

-0.30 0.3 1 2 3 4 5 6
Tiempo (t)

Fig. 3. Tamano de la cola ¢(t) para los escenarios de
variaciones de pardmetros propuestos.

podemos usar la informacién de la Fig. 3 para definir una
cota aproximada para el tamano del buffer que requiere
el enrutador para soportar las variaciones propuestas
en los intervalos. En este ejemplo un buffer de tamano
necesario para acumular 1000 paquetes puede soportar
las variaciones de los pardmetros sin sufrir un desborde,
y por ende, problemas en la calidad del servicio (QoS).

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se aborda el disenio de controladores tipo
PD como estrategia AQM. Se muestra que existe un
problema de regulacién a un objetivo deseado cuando se
utilizan controladores de este tipo y como solucionarlo.
Las condiciones de diseno para obtener un controlador
PD-AQM estable también son presentadas. La principal
aportacién de este trabajo es un anélisis de robustez
ante variaciones en los pardmetros de red, con el cual
obtenemos el conjunto completo de controladores PD
robustos que estabilizan la familia de sistemas generados
por incertidumbres tipo intervalo en los pardmetros. Este
resultado no ha sido reportado en la literatura para el
caso PD-AQM. Adicionalmente, usando resultados re-
cientes de los autores se aplica una metodologfa sencilla
para determinar las ganancias de un controlador PD
no frégil dentro de la regién de estabilidad robusta.
Gracias a los resultados obtenidos en este articulo, ahora
podemos disefiar controladores PD no frégiles y robustos
ante variaciones en los pardmetros de red para el sistema
de red TCP/AQM.
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