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Resumen. El concepto de controlabilidad fue establecido por R. E. Kalman en 1960 y significa
que es posible, por entradas admisibles (finita), cambiar los estados de cualquier valor inicial a
cualquier otro valor final dentro de un intervalo de tiempo. Esto implica en sistemas lineales que
es posible disenar un controlador. Aunque existen muchas formas de revisar si un sistema lineal
invariante en el tiempo es controlable, el problema cuando se tiene incertidumbre paramétrica
se vuelve muy complejo en funcién de la naturaleza de la incertidumbre. En este trabajo se
propone una nueva forma de revisar la controlabilidad de sistemas lineales que es especialmente
atil cuando existe incertidumbre paramétrica ya sea del tipo intervalo, multilineal o bien
polinémica. La contribucion se logra modificando la manera especifica de realizar la prueba
y trasladando el problema al de verificar la negatividad de raices de un polinomio. Asi se
hace posible utilizar criterios que normalmente se utilizan para determinar la estabilidad. La

propuesta es mostrada mediante ejemplos.

Keywords: Robustez, Controlabilidad, Sistema lineal, Incertidumbre, Estabilidad, Raices.

1. INTRODUCCION

El concepto de controlabilidad fue instaurada por Kalman
en 1960 y el cual corresponde a una propiedad cualitativa
de los sistemas dindamicos y es de particular importancia
en la teorfa de control. La controlabilidad significa, en
general, que es posible dirigir el estado de un sistema de
control dindmico de un valor arbitrario inicial a uno final
arbitrario, utilizando el conjunto de controles admisibles.

Cabe mencionar, que en la literatura existen muchas
variantes de la definicién de controlabilidad, las cuales
dependen en gran medida de la clase de sistemas dinami-
cos, y la forma de controles admisibles, ver por ejemplo,
Klamka (2013).

Después del impulso inicial dado al tema en la década
de los 60s del siglo XX en Kalman (1960), Gilbert (1963)
entre otros y resumidos en Chen (1984). En estos se logran
los métodos de prueba para determinar si un sistema es
controlable, el tema vuelve a ser considerado, pero ahora
bajo la optica de incertidumbre paramétrica, ver por
ejemplo, los trabajos de Elizondo-Gonzalez. and Collado
(1997), A. V. Savkin (1997) y Elizondo-Gonzalez (1999).

Una observacién importante es la manera en la que se
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incrementa el ntimero de operaciones requeridas en la
medida en la que el sistema se vuelve incierto. Elizondo-
Gonzalez (1999).

Para sistemas invariantes en el tiempo se desarrollo un
método de prueba de controlabilidad robusta para la clase
de sistemas con incertidumbre intervalo en Cheng and
Zhang (2004) se propone un resultado. Un método alter-
nativo para la misma clase de sistemas fue considerado en
Chen and Chou (2013). Note que ya en el trabajo de C.
Elizondo-Gonzalez Elizondo-Gonzalez (1999) se propuso
un procedimiento que no solo es efectivo para incerti-
dumbre intervalo, sino que abarca también los casos de
incertidumbre multilineal y polinémica.

En este trabajo se desarrolla un método de prueba nuevo
para la controlabilidad de sistemas lineales invariantes
en el tiempo. El método propuesto permite verificar la
controlabilidad mediante la prueba de que las raices de
un polinomio se encuentran en el semiplano izquierdo del
plano complejo. Esto da pie a utilizar herramientas que
normalmente se utilizan para verificar la estabilidad de un
sistema. Una de las principales ventajas es que una mis-
ma herramienta puede servir ahora para dos propdsitos
distintos y ademaés el método propuesto permite sentar
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las bases para construir una prueba de controlabilidad
robusta ante incertidumbre paramétrica. Esta tltima no
es desarrollada en el presente trabajo.

El resto del trabajo estd organizado como sigue: en la
siguiente seccién se revisan las diferentes maneras de
probar que un sistema lineal es controlable, en la seccién
3 se presenta el método propuesto, en la seccién 4 se
incluyen ejemplos numéricos y en la seccién 5 se presentan
las conclusiones.

2. PRELIMINARES

En esta seccién se revisard la definicién asi como los
resultados relacionados con la controlabilidad existentes
en la literatura.

Considerar un sistema lineal e invariante en el tiempo
z(t) = Az(t) + Bu(t) (1)
donde x € R™ es el vector de estado del sistema, u € RP es

el vector de entrada del sistema y las matrices A € R™*"
y B € R"*P son matrices constantes.

2.1 Controlabilidad

La controlabilidad, para fines de este trabajo, se define
como sigue:

Definicién (controlabilidad). El sistema lineal (1) se dice
que es controlable en el intervalo [t,t¢], si para cualquier
estado inicial z(tg) = xo # 0 existe una entrada continua
u(t) definida en [to,ts] tal que la solucién de (1) satisface
x(ty) = 0 en un tiempo finito.

Una consecuencia de la definicién de controlabilidad es
que un sistema lineal se puede dividir en una parte
controlable y una no controlable. Note como la conexién
entre la entrada y la parte dinamica no aparece en
el sistema no controlable, mientras que en el sistema
controlable si.

Las diferentes pruebas de controlabilidad disponibles en
la literatura son resumidas en el siguiente resultado, el
cual puede ser revisado en Chen (1984), Rugh (1996):

Teorema 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. El par (A, B) es controlable.
2. La matriz U (de controlabilidad de Kalman) de
dimension n X np:
U=|B AB A’B --- A" 'B]
tiene rango n (rango completo por renglones).
La matriz de n x n

t

We(t) = / eAlto=m) BT A" (to=") g7
to

es no singular para t > tg.

La matriz de n X (n+p) :

[A— A B]
tiene rango pleno por renglones para todo valor
propio A de A.
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. Si todos los valores propios de A tienen parte real
negativa, entonces la solucién unica W, de la ecua-
cién:

AW, + W AT = —BB"
es definida positiva.

. La matriz U - U” es no singular.

2.2 FEstabilidad

La estabilidad de un sistema lineal invariante en el tiempo
puede ser verificada mediante las raices del polinomio
caracteristico. Un sistema es estable si todas las raices del
polinomio caracteristico tienen parte real negativa, ver,
por ejemplo, Chen (1984). Como pruebas de estabilidad
en las cuales no se requiere calcular las raices de forma
explicita se encuentran los resultados de Hurwitz (ver por
ejemplo Elizondo-Gonzalez (1999)), el criterio de Routh
(ver por ejemplo en Chen (1984)), el criterio de Mihailov
(ver por ejemplo en Elizondo-Gonzalez (1999)) y mads
recientemente en Elizondo-Gonzalez (2001) se propone
un método que se desarrolla sobre la misma base del
criterio de Routh (también utiliza cadenas de Sturm, pero
unas alternativas a las utilizadas por Routh), pero se
realiza de forma maés sencilla al no requerirse una divisién.
El procedimiento dado en Elizondo-Gonzalez (2001) serd
resumido a continuacién.

La estabilidad del sistema (1) depende de las raices del
polinomio caracteristico, el cual estd definido como verse
en la siguiente expresion:

(2)

p(s) =|sI — Al =s" + Cno1S" N+ s+ e

Fl siguiente resultado es bien conocido, ver por ejemplo
Chen (1984):

Resultado 1. El sistema lineal invariante en el tiempo
(1) es asintéticamente estable, si todas las raices de su
polinomio caracteristico tienen parte real estrictamente
negativa.

Es posible obtener las raices del polinomio caracteristico
para casos sencillos, sin embargo, para los casos de mayor
complejidad son dificiles de obtener sin la ayuda de
una computadora. Existen varios criterios que permiten
determinar el nimero de polos que se encuentran en
el semiplano derecho de los complejos sin tener que
factorizar el polinomio caracteristico.

A continuacién se presenta el resultado més reciente en
este sentido, el cual utiliza un arreglo similar a la tabla de
Routh, y fue desarrollado por Elizondo-Gonzalez (2001),
ver también Elizondo-Gonzalez (2011). Este nuevo crite-
rio de estabilidad tiene la ventaja de reducir el nimero
de operaciones con respecto a los métodos alternativos
existentes y los coeficientes son funciones polindmicas
multivariables por lo que para el caso de incertidumbre
paramétrica y positividad robusta es mas facil de probar
que, por ejemplo, el criterio de Routh. Enseguida se mues-
tra el procedimiento desarrollado por Elizondo-Gonzalez
(2011):
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Teorema 2. Dado un polinomio
p(s) = cps™ + cp_18" -+ e1s 4 co,

con coeficientes reales, el nimero de raices en el semiplano
derecho en el plano de los complejos es igual al niimero de
variaciones de signo de la columna de signo o del siguiente
arreglo:

01 Cn Cp—2 Cp—gq "--

02 Cp—1 Cp—3 Cp—5 -

03 €31 €32 €33

Donde
€ = €i—1,1€i—2j4+1 — €;—2,1€i—1 j+1, V3 <t <n+1
€ij = Cnt1—i—2(j—-1)> Vi <2
o; = sign(e; 1), Vi <2
(i+1—m)/2

II

j=1

o; = sign(ei, 1) sign(emt2(j—1),1) Vi > 3

O

Como se puede apreciar, el procedimiento para obtener
los elementos e; ; es similar a la tabla de Routh pero sin
usar la divisién.

Para obtener o; primero multiplicamos el signo del ele-
mento e;; por el signo del elemento superior inmediato
ei—1,1 y luego por el signo del los elementos superiores
pero saltando en pares. Tampoco es necesario calcular el
ultimo elemento e;,_1 1, solamente es necesario calcular
su signo. Para entender mejor lo anterior consideremos
un ejemplo.

Ejemplo 1. El ejemplo ha sido tomado de Elizondo-
Gonzalez (2011). Dado el polinomio

p(s) = 8% + 25 + 53 + 552 + 25+ 2,
por medio del criterio de Elizondo-Gonzélez, determine el
numero de raices en el semiplano derecho de los complejos.

Aplicando el criterio de Elizondo-Gonzélez obtenemos la
tabla siguiente,

1
2
3
19 | -
56

+

+|+

O DN U =

[+

la cual muestra dos cambios de signo en la columna o, asi
que el polinomio tiene dos raices en el semiplano derecho
de los complejos.

2.8 Breve Descripcion de Descomposicion de Signo

Enseguida se hace una descripcion breve de los mas
relevantes resultados de Descomposicién de Signo, la
version completa es presentada en Elizondo-Gonzalez
(1999) o bien en Elizondo-Gonzalez (2011). Por medio
de esta herramienta es posible determinar en condiciones
necesarias y suficientes la positivad robusta de funciones
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polinémica multivariables dependiendo de ¢ parametros,
empleando andlisis de puntos extremos.

El punto de partida es una transformacion de coorde-
nadas de tal manera que los nuevos pardmetros sean
positivos ¢; > 0, entonces una caja de incertidumbre

{a=ln.2 @) e > 0, ¢ € [, ¢]}
es construida, en otras palabras, Q es un cono convexo
positivo P, Q ¢ P C R’. El minimo v™™ y maximo v™#*
vértices Euclidianos de () son definidos como

o, = il o]

, = aneaz)?(HqH2 Sobre estas

bases se establece la siguiente definicién.

Definicién 1. Elizondo-Gonzalez (1999, 2011) Sea f

R — RN una funcién continua y sea Q C P C R
una caja. Se dice que f(g) tiene Descomposicién de
signo en (@ si existen dos funciones acotadas, continuas
no decrecientes y no negativas f,(-) > 0, fp(-) > 0, tales
que f(q) = fp(q) — fn(¢) ¥V ¢ € Q. En este sentido son
definidas la Parte Positiva f,(q) y la Parte Negativa
fn(q) de la funcién. O

Las partes negativa y positiva (f,(-), fp(-)) constituyen
una representacion-(f,,, f,) de la funcién en %2, con
representacién grafica en el plano (f,(-), fp(-)) en con-
cordancia con la figura 1.

Algunas propiedades de las funciones continuas f(q), g(q),
h(q) con descomposicién de signo en @ y para toda fun-
cién u(q) no decreciente en @, son probadas en Elizondo-
Gonzalez (1999). Estas propiedades son empleadas en
siguientes teoremas. a) (fn(q) + u(q), fp(q) + u(q)) es
una representacién-(f,, fp) de la funcién f(q) Vg € Q;
b) la representacion (f,(q) + u(q), fp(q) + u(q)) de la
funcién, es reducida a su minima expresion: (f,(q), fn(q));
c) f(a)+g(a), d) f(g) —g(q) y e) f(a)g(q) son funciones
con descomposicién de signo en Q; f) Si f(q) = g(q) +
h(q), entonces las partes positiva y negativa de f ( ) —
g(q) son reducida a su minima expresién, como sigue:
fla) —9(a) = (f(@) = 9(a))p — (f(q) = 9(@))n, (flq) —
9(0)n = F4(@) = 9a(0). ((@) — 9(0))p = Fol9) — gy(a).
Teorema 3. Elizondo-Gonzalez (1999, 2011). Teorema
del Rectangulo. Sea f : R — R una funcién continua
con descomposicién de signo en una caja @ C P C R¢ con
vértices Euclidianos minimum y méximo v™® o™ en-
tonces: a) f(q) esta acotada inferior y superiormente por
Fy (0™ 2 Fa(67) v £, (0E) — £, (57) respectivamen-
te; b) La representacién grafica de la funcién f(q), Vg €
@ en el plano (f,, fp) es contenida en el rectdngulo
con Vértices (fn( /nun)’ fp( Hlln)) (fn( ma)f)’ fp(vnlax)),
(Fa0™), £ 0™y (Fu(0™5), £, 0m)); c) i el
vértice inferior derecho (f,(v™*), fp(v™™")) esta sobre
la linea de 45° entonces f(gq) > 0 Vg € Q; d) Si el vértice
superior izquierdo (f,, (v™1), f,(v™8%)) esta debajo de la
linea de 45° entonces f(q) < 0 Vg € Q. En concordancia
con la figura 1. O

El resultado anterior se ve muy 1til, porque el rectdngulo
donde habita la funcién multivariable en R? fué encontra-
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do, pero en algunos casos este no es facil de determinar
en forma grafica si un punto esta cercano a la linea de
45° (linea de 45° = {f(q)|f(q) = 0}) y es dificil de ver si
esta 0 no sobre esta linea. Asi que en Elizondo-Gonzalez
(1999, 2011) la representaciéon (a, ) fue desarrollada:
a(q) = fp(@) + fula), B(a) = fp(@) — falq) , esta es
similar a rotar 45° los ejes con respecto a la represen-
tacién (fn, fp). Esto implica algunas ventajas gréficas y
algebraicas sobre la representacién negativa y positiva.

Cuando la cota inferior esta debajo de la linea de 45° y
la cota superior esta sobre a linea de 45°, no es posible
saber si la funcién es positiva o no en Q = [¢, ¢;] x
(g5, 3] % -+~ % [g;, qf]. En este caso es posible dividir
cada variable [g;, q;r | en k partes, generando nuevas
cajas I tales que Q = [JT'. Pera el propésito de mejorar

i
los resultados mostrados hasta este punto, se necesita la
siguiente proposicién es necesaria.

Proposicién 1. Elizondo-Gonzalez (1999, 2011) Sea f :
R — RN una funcién continua en Q C P C R, y sea
IV C Q una caja con sus vértices establecidos {u'} con
vértices Euclidiano minimo y méximo p™", ;™3 Sean
A={3]8 €0, o], smix — ymix _ vy  p C R
una caja con sus vértices establecidos {8} con vértices
Euclidianos minimo y méximo 0, §™&x = jmax _ jmin "y
sea ¢ € IV tal que ¢ = ™™ + § donde § € A. Entonces la
funcién f(q) es expresada por sus partes lineal, no lineal e

independiente, en su minima expresién para toda g € I'V.

fla) = /™™ 4+ fL(6) + fn(0) |6 € A VgeTd, fmin &
Indepent Part = f(u™"), fr(6) £ Linear Part =
Vi@ -0 V6 € A, fn(5) = Nonlinear Part =
fp™n 4 0) — fmin— £ (8) Ve A 0

Teorema 4. Elizondo-Gonzalez (1999, 2011). (Teorema
del Poligono) Sea f : R — R una funcién continua
con descomposicién de signo en @, sea: ¢, §, IV y A en
concordancia con la proposicién 1. Entonces, a) las cotas
superior e inferior de la funcién f(g) son: Cota inferior =
P54 fomi — fan(8™%) v Cota superiorUpper =
o frmax + fNp(0M8) Vg € Q, b) Las cotas de
(a) estdn contenidas en el intervalo definido por las
cotas del teorema del rectdngulo. f,(pu™™) — f, (u™8) <
Cota inferior < Cota superior < f,(u™) — f,,(p™m),
c) La representacién grifica de la funcién f(q) Vg € T en
el plano (fy, fp) es contenido en el poligono definido por
la interseccién del recténgulo (del teorema del rectangulo)
y el espacio entre las dos lineas de 45° separadas del origen
por la cota inferior y la cota superior en concordancia con
la figura 1. O

La positividad robusta de funciones multivariables po-
linémicas en condiciones necesarias y suficientes son ob-
tenidas mediante el siguiente teorema.

Teorema 5. Elizondo-Gonzalez (1999, 2011). Teorema
de Particién de Cajas. Sea f : R — R una funcién
continua con descomposicién en @ tal que Q € P C R¢
es una caja con vértices Euclidianos minimo y maximo

p™n s ™max - Entonces la funcién f(gq) es positiva (ne-

San Luis Potosi, San Luis Potosi, México, 10-12 de Octubre de 2018

28

Lower Bound

Upper Bound

I
:
I
I

f}’l (me) fn (Q) fn (VVIVM’)

I

Figura 1. Plano (f,, fp)

gativa) en @ si y solo si una caja I' existe tal que
Q = UIY y laCota inferior > ¢ > 0 para cada caja
J

IV (Cota superior < ¢ < 0 para cada caja ['7). O

3. RESULTADO PRINCIPAL

La idea es generar un criterio alternativo a los mencio-
nados en la seccién anterior que permita determinar de
forma robusta si un sistema incierto es controlable. Se
trata de trasladar los resultados a una forma en la cual sea
posible revisar la controlabilidad mediante técnicas que
normalmente son utilizadas para verificar la estabilidad
de un sistema. Para lograrlo partimos de uno de los
resultados del teorema presentado en la seccién anterior:
El sistema (1) es controlable si M = U - UT matriz es
regular. Note que debido a la manera en la que se formd,
la matriz M, esta es simétrica. Del algebra lineal se sabe
que una matriz simétrica tiene valores propios reales (ver
por ejemplo Gantmacher (1990)).

Hecho 1. Los valores propios de la matriz M son mayores
o iguales a cero. O

Prueba Revisar en Gantmacher (1990).

Hecho 2. Los valores propios de la matriz —M tienen
todos partes negativas o son cero. O
Lema 1. La matriz M = U - UT es no singular si y solo
si los valores propios de la matriz —M estdn todos en el
semiplano izquierdo, es decir, son todos negativos (abu-
sando del lenguaje decimos que son estables). O

Como consecuencia del lema anterior, la controlabilidad
de un sistema lineal puede ser probada mediante el
analisis de las raices de la matriz —M, mediante algin
método como el presentado en la seccién anterior.

El procedimiento de soluciéon propuesto consiste en los
siguientes pasos:

Procedimiento

1. Construir la matriz M = U -UT donde U es la matriz
de controlabilidad de Kalman,
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2. Obtener P()), es decir, el determinante de la matriz
P(\) = |\ + M|,

3. Analizar la estabilidad del polinomio de P()).

4. Concluir sobre la controlabilidad.

Note que el método propuesto requiere revisar si las raices
de un cierto polinomio estan en el semiplano izquierdo del
plano complejo. La forma de revisarlo utiliza un procedi-
miento alternativo al método de Routh, el cual no requiere
divisiones. Para los fines de este trabajo, es posible utilizar
el método de Routh e inclusive la utilizaciéon del célculo
aproximado mediante métodos numéricos. Sin embargo, el
método propuesto puede ser utilizado cuando el polinomio
en cuestiéon contiene incertidumbre en los coeficientes.
Para estos casos de incertidumbre, el método de Routh
o el de determinacién numérica no pueden ser aplicados.
Aunque esta problemética de incertidumbre no se consi-
dera en este trabajo, representa la motivacién para que el
procedimiento propuesto sea como el mostrado arriba.

4. EJEMPLOS DE APLICACION

Con la finalidad de mostrar la aplicacién del método
propuesto se considera los siguientes ejemplos.

4.1 Ejemplo 1

Considerar las matrices de un sistema lineal e invariante
en el tiempo con incertidumbre,

l+a 0 0 10
A= 0 1 1 |,B=]00 (3)
0 —24-b 01

La matriz de controlabilidad de Kalman queda:

U=[B AB A’B]

10a4+1 0 (a+1)? 0

=100 0 1 0 5-b
01 0 4—b 0 (b—4)>—2

Determinando ahora M:
M =uu"
(a+1)? + (a+1)* +1 0
= 0 (b—5)°+1
0 4—b—((b—4)*>—2)(b—5)
0
4—((b—4)*+2) (b—5) — b
((b—4)>—2)*+(b—4)*+1

El polinomio caracteristico de -M queda:
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|sT + M| = a*b*s—16a*b>s+94a*b*s+2a*b*
—242a*bs—22a*b+a*s*+239a*s +
62a*+4a3b s —64a>b3 s+ 376030 s
+8a3b? —968a°bs—88a’b+4a3s? +
956a°s+248a° +7a’b s —112a°b> s+
658a2b%s+14a%b* —1694a2bs —
154a2b+T7a%s? +1673a%s+434a> +
6ab*s—96ab>s+564ab®s+12ab? —
1452abs—132ab+6as® +1434as+
372a+b"s?+3b%s— 166357 —48b3 s+
94b? 5% +284b% s+ 6b* —242bs* — T48bs
—66b + % + 24252 + 7795 + 186

Reorganizando los términos:
0333 + 0252 +c1s4+¢cg=0

donde
C3 =

¢ = a*+4a® +7a® +6a+b* — 16b°494b? — 2420 +242

c1 = a*b*—16a*b® 4944 —242a*b+239a* +4a3b*
644363 +376ab? —968a°b+ 95603 +Ta’b?
—112a2b> +658a%b% —1694a%b + 1673a> +6ab*
—96ab> +564ab® —1452ab+1434a+3b* —48b°
+284b —748b+779

co = 2a*b* —22a"b+62a +8a>b* — 88a>b+ 24843
+14a2b® —154a*b+434a% 4+ 12ab* —132ab+372a
+6b2 —66b+186

La tabla para el polinomio anterior queda

C3 | C1

C2 | Co
€31
(es1)(co)

Se requiere calcular la positividad de la columna cs,
c2, e31 y del producto (es1)(cp). El anélisis para los
coeficientes anteriores se realiz6 y los resultados son
mostrados graficamente en la figura 2 para el coeficiente
ca, en la figura 3 para el coeficiente es; asi como en la
figura 4 para el coeficiente cy. Este iltimo se hace debido
a que el tltimo elemento es el producto de e3; con cq
y como e3; resulta positiva, el producto es positivo si lo
es también ¢y. La columna de signos se determina de
acuerdo a la formulacién dada en los preliminares. Sin
embargo, para este ejemplo el calculo resulta en puros
signos positivos. La tabla para el polinomio anterior queda

+ c3 | a
+ C2 Co
+ €31
+ | (e31)(co)
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Figura 3. Grafica del coeficiente e3; en el plano (f,, fp)
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Figura 4. Grafica del coeficiente ¢y en el plano (fy, fp)

Como se puede apreciar en la columna de los signos,
no hay cambio de signo que implica que el sistema es
completamente controlable.

5. CONCLUSION

En este trabajo se propone un nuevo método para la
determinacién de controlabilidad de un sistema lineal e
invariante en el tiempo el cual contiene incertidumbre
paramétrica. El procedimiento propuesto requiere de la
construccién de la matriz de controlabilidad de Kalman
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asi como la determinacién del polinomio caracteristico
del producto de matrices. Aunque pudiera parecer mas
laborioso inicialmente, este procedimiento resulta, desde
el punto de vista computacional, menos demandante
que el que se presenté en Elizondo-Gonzalez (1999).
Una virtud del método propuesto es que nos brinda
informacién sobre la cantidad de modos del sistema
que no son controlables. El procedimiento es mostrado
mediante ejemplos numeéricos.
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