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Resumen

En el presente trabajo se disena un observador singular de orden completo con el propoésito
de estimar la presion sistémica, la presion aodrtica y el flujo aortico del corazon. Se utiliza el
modelo Windkessel de cuatro elementos en su representaciéon de espacio de estados que describe
la dindmica del corazoén. Asi mismo, se comparan los resultados obtenidos con las curvas de
presion sistémica y adrtica de una persona sana, reportados en estudios clinicos.

Keywords: Sistema cardiovascular, observador, modelo singular Windkessel, presion

sanguinea.

1. INTRODUCCION

En México, segiin la secretaria de salud, una de las princi-
pales causas de mortandad son las enfermedades de origen
cardiaco, Alma Lyzzet Suarez Garza (2014). Las enfer-
medades cardiovasculares son un campo de investigacién
muy amplio, entre las méas frecuentes se encuentran la ar-
teriosclerosis (obstuccion de las arterias), presion arterial
alta, arritmias (frecuencias cardiacas anormales), aneuris-
mas (inflamacion de la pared arterial) y las valvulopatias.
Para diagnosticar enfermedades cardiovasculares en una
etapa temprana se requiere de estudios y médicos especia-
lizados que son poco accesibles a toda la poblaciéon. Para
mitigar este problema se han propuesto diversas alternati-
vas desde una perspectiva de la ingenieria, como es el caso
del modelado matemaético del sistema cardiovascular.
Durante los ultimos anos se han desarrollado distintos
métodos para el andlisis de senales, Gambarotta et al.
(2016), Khoo (2018) y/o el modelado matematico del
sistema cardiovascular, de forma parcial o total, con el
objetivo de mejorar su comprension de manera econémica
y no invasiva, Phillips (2011), Epstein et al. (2015). Los
modelos no lineales permiten representar de manera mas
precisa los procesos y se consideran una herramienta tutil
para predicciéon e investigacion de enfermedades cardio-
vasculares, Gul (2016), Vazquez et al. (2007), los cuales
se apoyan en métodos de deteccion de fallas y monitoreo
de variables no medibles basados en observadores.

Un forma de modelar los sistemas biologicos comple-
jos son los modelos descriptivos algebro-diferenciales Liu
et al. (2008), debido a la capacidad que tienen de repre-
sentar la parte dinamica y la parte estéatica del sistema.
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El disenio de un observador permite estimar y supervisar
las variables de interés, Osorio-Gordillo (2011). El disefio
de observadores para sistemas descriptivos o singulares
ha sido ampliamente investigado, Astorga-Zaragoza et al.
(2011), Darouach (2014), Darouach and Boutayeb (1995),
Osorio-Gordillo et al. (2016).

En este trabajo se presenta una nueva alternativa de
representacion del modelo matemético que emula el efecto
Windkessel en forma singular. Este modelo representa la
arteria aorta y la circulacién sistémica donde se conside-
ran las arterias, arteriolas, capilares y venas, utilizando
analogias entre el sistema hidraulico cardiovascular y los
sistemas eléctricos como se muestra en la Figura 1, Wes-
terhof et al. (2009).

La presion aodrtica y el flujo adrtico, son parametros
dificiles de medir en forma no invasiva, por lo que, en
este trabajo, se disena un observador singular de orden
completo con el propédsito de estimar estas variables y pos-
teriormente, encontrar anomalias en el comportamiento
del corazon y detectar posibles enfermedades cardiovas-
culares, en comparacién con las curvas de presién que se
encuentran reportadas en la literatura Cymberknop et al.
(2013).

2. MODELO WINDKESSEL DE CUATRO
ELEMENTOS

2.1 Modelo Windkessel cldsico
El modelo Windkessel se considera un modelo de parame-

tros concentrados, fue disenado por el fisiblogo alemén Ot-
to Frank, quien describi6 la hemodinamica de los sistemas
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arteriales en términos de la resistencia y la compliancia
hidraulicos, Westerhof et al. (2009). Estos modelos sirven
para simular el circuito cardiaco real y para investigar
algunas de sus propiedades y parametros importantes. El
modelo Windkessel de dos elementos representa la resis-
tencia y compliancia de las arterias sistémicas por medio
de una resistencia y un capacitor eléctricos respectivamen-
te y el modelo Windkessel de tres elementos considera la
inercia de la sangre en la aorta con un inductor eléctrico.
En este tipo de modelos se representa la presiéon arterial
por medio de un voltaje y el flujo sanguineo por medio de
una corriente. El modelo Windkessel de cuatro elementos,
como se muestra en la Figural, permite calcular las curvas
de presién adrtica y sistémica durante la fase sistélica y
la fase diastolica del ciclo cardiaco.
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Figura 1. Modelo Windkessel de 4 elementos

Las ecuaciones que describen el sistema son:

dP,(t) 1 1
20 _Lp e+ Lio (1)
itt) = in (1) + 2 220 2
Parelt) = Po(t) 4 11i(t) — i (1] ®)

Donde la corriente i(t) representa el flujo sanguineo que
pasa por la valvula adrtica, mientras que el voltaje Py.¢(t),
considerado como la salida, representa la presion arterial;
R representa la suma de la resistencia de venas y arterias
a la cual se denomina resistencia periférica total, C
representa la compliancia de la aorta; r se refiere a la
resistencia que representa la impedancia de entrada de la
aorta y L es la inercia que tiene la sangre al continuar
fluyendo atin después de que el impulso que le dio origen
al movimiento ha desaparecido. Por otro lado i.(t) es
la corriente en el capacitor, i,.(t) es la corriente en la
resistencia sistémica, Pr(t) es el voltaje en el inductor y
es igual a P,.(t) que representa la presion aortica y Pg(t)
representa la presiéon sistémica.

2.2 Representacion del modelo Windkessel en forma

singular

El modelo matemético consta de dos ecuaciones dinami-
cas: ecuaciones (1) y (2) y una ecuacion algebraica de
salida dada por la ecuacion (3). Esta ultima ecuacion
tiene dependencia de la entrada de la forma y(t) =
Cz(t) + Du(t), donde y = Pu(t), z(t) = [Ps(t) ir(t)]T,
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u(t) = i(t), C = [1 —r], D = r. Para evitar que la
ecuacion de la salida del sistema dependa de la entrada, se
propone llevar el modelo matematico a una representacion
en forma singular. Para ello, ademés de las variables de
estado x1 = Ps(t), xo = i1(t), se define una nueva variable
de estado x3 = Pg,+(t). Despejando la ecuacion (3) queda:

0= Py(t) +ri(t) —rip(t) — Pare(t) (4)
de esta manera, el sistema puede ser representado en

forma singular, con la ventaja que la ecuacion de la salida
no dependa de la entrada.

Un sistema singular se define de forma general como
Osorio-Gordillo (2011).

Ei(t) = Ax(t) + Bu(t) (5)
y(t) = Cu(t)

donde la matriz F es singular, E € R>*" A € R*xn,
B € R>P, C € R™"™ y D € R™*P son matrices
conocidas obtenidas a través de la transformacion del
sistema singular y z(¢) € R™, u(t) € RP y y(¢) € R™ son el
vector de estados, la entrada y la salida respectivamente.
El rango de E, rank(E) = r,donde 0 <7 <ny nesel
nimero de estados. En nuestro caso:

100 T a2 0 0
E=]0%0| a(t)=|z2| A=| 0 -1 0
000 T3 1 —r -1
] (6)
1
C
B=|1 C=1001] u(t)=it)
T

A continuaciéon damos las definiciones sobre el sistema li-
bre de impulsos y la observabilidad de impulso del sistema
(5), Osorio-Gordillo et al. (2016), Darouach (2014).

Definicion 1: El sistema (5), con u(t) = 0, o el par (E, A)
se dice que es de libre impulso, si todas las soluciones z(t)
son suaves para t > 0, para todos los 2(0) admisibles.

Definicion 2: El sistema (5), con u(t) = 0, o la tripleta
(C,E, A) se dice que es impulso-observable, si y(t) es de
libre impulso para t > 0, solo si z(t) es de libre impulso
para t > 0.

Considerando el sistema singular (5) se asume que el
sistema es impulso-observable si:

E A
rank |0 C| =n+ rank(E) (7
0 F
o bien
E
rank {C] =n (8)
El sistema singular (5) es detectable si
rank [SEC_, A] =n, Re(s) >0 9)
Se dice que el sistema (5) es observable si:
rank [SEC A] =n,VseC (10)
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Se comprobd que el sistema singular compuesto por las
matrices descritas en (6) cumplen con las condiciones
necesarias para el disefio de un observador:

F
rank {C} =3

sE— A
C

(11)

rank { } =3, Re(s) > 0 (12)

3. OBSERVADOR SINGULAR DE ORDEN
COMPLETO

En esta seccion, se presenta el diseno del observador
aplicado al modelo del sistema cardiovascular. Existen
diferentes enfoques para disefiar observadores para sis-
temas singulares, como son los observadores de orden
completo o los observadores de orden reducido, Darouach
and Boutayeb (1995).

3.1 Diseno del Observador

En Darouach and Boutayeb (1995) se propone.

Lema 1: El sistema (5) es un sistema restringido equiva-
lente a:
Ex(t) = Ax(t) + Bu(t)
y*(t) = C ()

y = [‘ﬁ“} €eR? (= [Cﬂ € R1x™

(13)
donde

(14)
cong=m-+p-—r.

Ademas, usando las transformaciones dadas en (14), es
posible demostrar que se cumplen las condiciones (9) y

(10). Considerando las siguientes suposiciones, Astorga-
Zaragoza et al. (2011):

(A1) El rango r de la matriz E es menor que el nimero
de estados n, es decir: rank(E) =r < n.

(A2) rank {g} —n

Existe una matriz no singular {Z 2} tal que:

aFE +0C =1,

cE+dC =0
El objetivo es disenar un observador de orden n de la
forma:

(15)

2=Nz+ Liy+ Loy + Gu (16)
T=z+by+ Kdy
donde N, Ly, Ly, G y K son matrices desconocidas de
dimensiones apropiadas que deben determinarse, de modo
que Z converja asintéticamente a z. Por lo tanto es posible
definir el error de estimacion como:

e=x—21

e=(a+ Kc)Ex —z (17)
De modo que se satisface la ecuacion:
é=Ne+[(a+ Kc)A— N(a+ Ke)E — L,C (18)

—LyClx + [(a+ Kc¢)B — Glu
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La ecuacion (18) se reduce a la ecuacion homogénea:

é = Ne (19)

siempre que las matrices L1, Ly, G y K y N satisfagan
G=(a+Kc)B (20)
(a+Kc)A—N(a+ Ko)E—LiC—L,C=0 (21)

Entonces & convergera asintéticamente a x si y sblo si NV
es una matriz de estabilidad. El problema de disenar un
observador de orden completo para sistemas singulares se
reduce a encontrar las matrices L1, Lo y K y obtener
una matriz estable N tal que las ecuaciones (20) y (21)
se satisfacen. Usando (15) y (21) se puede escribir

(a+ Kc)A — N(I, — be — KdC')

“L,C — LyC =0 (22)
o
N=(a+Kc)A—L;C+[N(b+ Kd) — L;]C  (23)
considerando que
L =N(b+ Kd) (24)

Se asegura que el segundo término de lado derecho de
(23) sea cero, entonces la ecuacion (23) se puede reescribir

Ccomo:
N =aA+ KcA — L,C
— aA + [K — L] [%4} (25)

Observacion: Las matices a, b, ¢ y d tales que (15) se
pueda verificar, pueden encontrarse usando la descompo-

siciéon de valores singulares (SVD) de la matriz [g] .

3.2 Estabilidad del observador

Con el fin de asegurar la estabilidad del error de esti-
macion (19), se considera el siguiente teorema, Astorga-
Zaragoza et al. (2011). El sistema (16) es un observador
para el sistema (5) si existen matrices apropiadas P, Q y
R, tales que
el (ATaT P + PaA + ATcTQT
T pT (26)
+QcA—C*R" — RCle< 0
por lo que se asegura que & convergera asintéticamente a
x.

Demostracion: Se considera la siguiente funcion candi-
data de Lyapunov para asegurar la estabilidad del error
de estimacion V(e(t)) = ef Pe con

PT=P>0 (27)
La derivada de la funcion candidata de Lyapunov esta
dada por

V(e(t)) = ¢ Pe + eT Pé (28)

En consecuencia, la estabilidad cuadratica es garantizada
si V <0 Ve # 0 . Esta condicion se satisface si

NTP+ PN <0 (29)

Si existe una matriz simétrica P, adecuada para lograr

que se cumpla (29). Entonces (23) se define y es equiva-
lente a:
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N =KcA+aA - LyC (30)

Remplazando N de (30) en (29) quedan la siguiente
desigualdad bilineal matricial (BMI, por sus siglas en
inglés)
ATaTP + PaA+ ATCTKTP
+PKeA—CTLTP — PL,C <0 (31)
La BMI (31) puede transformarse en desigualdades ma-
triciales lineales (LMI, por sus siglas en inglés) tomando
en cuenta que
Q=PK (32)
R=PL, (33)
La desigualdad se convierte en, (VanAntwerp and Braatz,
2000), (Junca Pelaez et al., 2005).
ATaTP 4+ PaA+ ATTQT
+QA— CTRT —RC <0 (34)
Finalmente, si existen matrices apropiadas P, Q y R,
entonces se cumple (34) y, por lo tanto, el sistema (19) es
estable.

Despejando de (32) y (33) obtenemos

K=P'Q
Ly,=P 'R

4. RESULTADOS

En la Figura 2 se muestra el diagrama a bloques del
sistema singular y el observador, donde u(t) es la entrada
que representa al flujo sanguineo definido por la ecuacion
(37), y(t) es la salida que representa a la presion aortica
P,.+ v & son los estados estimados que corresponden al
flujo aortico, la presion sistémica y la presion adrtica.

Ex(t) = Ax(t) + Buir) wied
) = Cx(e)

)

() = Ne(e)+ Ly + Lov(e) + Gule) x
& = =(r) + ey + Kdv()

Figura 2. Diagrama a bloques del sistema y el observador

La senal de entrada u(t) estd definida por la funcion
de activacion del ventriculo izquierdo, donde t es el
tiempo en segundos, T es el tiempo que dura la sistole
(contraccion) en segundos y T es el tiempo que dura
la diastole (relajacién) en segundos, Bustamante and
Valbuena (2003):

N Iox sin® (22) 7€(0,Ts

’L(t)_IO{ 0 (T ) T€<<TS,T>>
donde Iy = 530ml, T's =0.3s y T = 0.8s.
La Figura 3 muestra el comportamiento de la entrada
i(t) que es el flujo sanguineo expulsado del ventriculo
izquierdo. La senal de flujo se divide en dos partes: la
primera cuando el ventriculo abre la valvula aortica y el
flujo sanguineo es de 530 mmHg y la segunda cuando la
valvula esta cerrada.

(37)
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Figura 3. Flujo Sanguineo

En esta seccién se evaliia el desempeno del observador
disenado utilizando el modelo singular descrito en (6).
Para la realizacion de los célculos se utiliz6 Matlab(©),
la descomposiciéon de valores singulares por medio del
comando [S,V,D|=A, y las matrices del observador con
la herramienta YALMILP.

4.1 Obtencion de las matrices para el observador

Utilizando los parametros de la Tabla 1, se calculan las
matrices del sistema singular, Kind et al. (2010).

Tabla 1. Parametros del modelo

Parametro | Valor Unidades
R 0.95 mmHg.s/ml
L 0.01 mmHg.s?/ml
C 1.5 ml/mmHg
r 0.033 mmHg.s/ml

cumple las condiciones

Se verifico que el rango de ( g

A1y A2, por lo que las matrices a, b, ¢ y d que satisfacen
(15) son:

10 00
a:[OO],b:[O 0],02[00.9],4:[00.9} (38)
10 -10

Solucionando (27), (32), (33) y (34), se obtuvieron de las
siguientes matrices:

1.0664 —0.0301 0.0000 —0.1572
P = (-0.0301 0.0524 -0.0000|, @ = | 0.3435 |,
0.0000 —0.0000 1.0666 —76.0649

—0.6855 0.0021 —70.1704 75.9077
N = |—6.5734 —10.6123 41.0016 |, R= | —3.9162 | .
71.3141 —3.9936 —0.5000 —75.5316

Se puede asegurar la estabilidad del sistema ya que los
valores propios del observador, obtenidos a partir de NV
se ubican en el semiplano izquierdo, siendo estos: A\ =
—0.5728, Ay = —0.5728, A3 = —10.6522.

Las ganancias del observador se muestran a continuaciéon
y se obtuvieron a partir de las ecuaciones (20), (24), (35)

y (36) :
0.0380 0.8175
K = [ 6.5734 |, G = 10.6123]
—71.3141 3.9936
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—70.1704 70.2084
Ly =] 41.0016 |, Lo = |—34.4282
—0.5000 —70.8141

4.2 Pruebas de desempeno

En este apartado se muestra la simulacion del modelo
Windkessel de cuatro elementos en forma singular y la
estimacion de datos con el observador de orden comple-
to. Para evaluar el desempeno del observador de orden
completo que se present6 en la seccion (3.1), se realizaron
dos simulaciones de acuerdo con el sistema mostrado en
la Figura 2; en la primer prueba se verifico la respuesta
del sistema sin perturbacién y en la segunda con pertur-
bacion. Se utilizé el método de Euler de primer orden
con un paso de integraciéon de 0.0001s para resolver las
ecuaciones diferenciales del observador descritas por (16).
En la Figura 4A se muestra la dindmica de la presion
sistémica (linea continua) para una persona sana con una
frecuencia cardiaca de 75 pulsos por minuto, la presion
sistemica estd definida por la presién en los vasos san-
guineos (arterias y arteriolas). Se observa que la presion
sistémica durante la sistole (contraccion ventricular) es de
118 mmHg y durante la diastole (relajacion ventricular)
la presion es de 80 mmHg. Se aprecia que el observador
(linea roja) se muestra la convergencia del observador al
sistema durante el primer ciclo.

En la Figura 4B se muestra el flujo aértico que pasa a
través de la valvula adrtica, se observa que durante la
contraccién ventricular alcanza los 200 ml y durante la
relajacion del ventriculo izquierdo es nulo debido a que la
valvula aortica se encuentra cerrada.

En la Figura 4C se muestra la presion adrtica. Se observa
que durante la contraccién ventricular alcanza una pre-
sién de 120 mmHg y durante la relajacion del ventriculo
izquierdo es de 80 mmHg debido a que se abre la valvula
aodrtica.

A mitad de la contraccion y debido al cierre de la valvula
adrtica, se produce una muesca en la rama descendente
de la curva de presion adrtica, conocida con el nombre de
incisura dicrota y marca el cierre de la valvula adrtica.

En la segunda prueba se muestra la respuesta del obser-
vador ante una perturbacion transitoria manifestada por
el aumento del valor de la resistencia sistémica (R), con
una duracién de ocho segundos y un cambio de magnitud
del 26.5 %.

En la Figura 5A se observa el aumento en la presion
sistémica debido a la perturbacion, durante la sistole. La
presion es de 118 mmHg y durante la diastole la presiéon
es de 80 mmHg.

En la Figura 5B se observa un decremento en el flujo
adrtico de 3 ml durante la sistole ante la presencia de la
perturbacion.

En la Figura 5C se observa el aumento de la presion
adrtica. Durante la sistole la presién es de 125 mmHg
y durante la diastole, la presion es de 84.9 mmHg.
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Figura 4. Grafica de presiones y flujo del sistema cardio-
vascular de una persona normotensa
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Figura 5. Grafica de presiones del sistema cardiovascular
de una persona normotensa con perturbacién provo-
cada por estrangulacion en la arteria carétida.
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5. CONCLUSION

En este trabajo se propone una representacién singular
del modelo Windkessel de cuatro elementos que permite
representar la aorta y la circulacion sistémica del sistema
cardiovascular. La ventaja de esta nueva representacién
es que se evita la dependencia de la entrada en la salida
del sistema, lo que facilita el disenio del observador. Se
compara el desempeno del modelo mediante las curvas
de presion sistémica, presion aortica y flujo aortico, las
cuales corresponden a los datos clinicos reportados para
una persona adulta sana, Zocalo et al. (2012).

El disené del observador singular de orden completo para
el modelo Windkessel permite estimar la presion sistémi-
ca, la presion aortica y el flujo aortico del corazon, sin ne-
cesidad de utilizar dispositivos de medicién, para lo cual se
corrobora que el observador de orden completo, disenado
especificamente para sistemas singulares, se aproxima al
modelo propuesto con un error que tiende asintéticamente
a cero. Se observa que el desempeno del observador ante
la presencia de una perturbacion transitoria, producida
por el aumento de la resistencia sistémica, converge de
manera rapida a la respuesta del sistema.

Con el cambio de la resistencia sistémica se genera un
aumento en la presion sistémica y aortica y el flujo adrtico
disminuye generando la respuesta que se esperaba ante
esta situacion.
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