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Resumen En este articulo se presenta un nuevo algoritmo de control por modos deslizantes
de orden superior: El Super Twisting Extendido. La estructura de este algoritmo es una
extension del algoritmo clasico de Super Twisting, en el que se introducen distintos exponentes
en la dindmica de la primera variable, pero se mantiene la homogeneidad del sistema dinamico.
Una de las motivaciones para la introduccién de este nuevo esquema es ofrecer potencias
alternativas a la de % del Super Twisting, que induce efectos de castaneo debido a su falta
de suavidad. En el Super Twisting Extendido esta potencia puede hacerse arbitrariamente
cercana a 1, con lo que se espera poder reducir el efecto de castaneo del Super Twisting. En
este trabajo se prueba la homogeneidad del algoritmo para todas las potencias permisibles y
se prueba también que, eligiendo adecuadamente las ganancias, el origen es Estable en Tiempo
Finito. Para realizar esta prueba se introducen dos posibles funciones de Lyapunov homogéneas
y se establecen las condiciones suficientes para cada una de ellas con las que se asegura la
estabilidad. Finalmente, mediante un estudio en simulacién, en el que se comparan el Super
Twisting clasico y el nuevo Super Twisting Extendido se verifica que, como es esperable, se
incrementa la precisién cuando la potencia se incrementa, pero a costa de un incremento en el
sobrepaso y el tiempo de asentamiento.
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1. INTRODUCCION

El control por modos deslizantes (SMC por sus siglas
en inglés) es ampliamente utilizado en aplicaciones de
control, debido a sus excelentes propiedades de robustez y
velocidad de convergencia. Estas caracteristicas han sido
ampliamente estudiadas teéricamente y en la préactica en
multiples diversos trabajos, igual que el indeseable efecto
de castaneo (véase por ejemplo Moreno and Osorio (2008);
Ventura and Fridman (2016); Chalanga et al. (2016)).

Uno de los algoritmos por modos deslizantes de orden su-
perior méas aplicados y estudiados, desde su introducciéon
en 1993 by Levant (1993), es el Algoritmo Super-Twisting
(STA por sus siglas en inglés) y que tiene la forma dada
en (1)

1= —ki [21]? + 22
2 = —ka [21]" + p(t) ,

donde z = |24 xQ]T € R? es el estado, k1o € Rxg
son las ganancias y p(t) es una perturbacion arbitraria
pero uniformemente acotada, es decir, |p(t)] < L € Rxo.
Notese que en (1) hemos usado la notacion

[-]7 =" sign(-),
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(1)

que usaremos en el resto del trabajo. En particular se
sigue de la notacién introducida, que [z = sign(z) y
que [z]' = [z] = z.

El STA (1) produce un modo deslizante de segundo or-
den a pesar de perturbaciones acotadas p(t), es decir,
las trayectorias convergen a x = 0 en tiempo finito y
permanecen alli para todo tiempo futuro a pesar de la
perturbacion p(t), si las ganancias son seleccionadas ade-
cuadamente (Levant (1993)). Esta admirable propiedad
de robustez (insensibilidad ante la perturbacion) explica
que el STA haya sido ampliamente usado como contro-
lador u observador /diferenciador en muchas aplicaciones
reales. Por ejemplo, en (Kunusch et al. (2009)) se ha usado
como controlador, en (Levant (1998); Pisano and Usai
(2004)) se ha usado como diferenciador, como observador
en (Levant (2003); Floquet and Barbot (2007)) mientras
que en (Cruz-Zavala et al. (2011); Utkin and Poznyak
(2013)) se ha usado con otros objetivos.

En un trabajo reciente de Swikir and Utkin (2016) se
muestra que el castafieo del controlador por STA se debe
a la amplitud de la perturbaciéon y a la dindmica no
modelada. Adicionalemente, el STA tiene dos fuentes de
castaneo: la derivada infinita en el origen del término

fscljé y la funcién discontinua. Como consecuencia en
los trabajos (Swikir and Utkin (2016); Utkin (2016)) se
muestra que bajo ciertas circunstancias el STA produce
mayor castafieo que el control por modos deslizantes
de primer orden convencionales. Y esto es un resultado
sorprendente.
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La motivacién de este trabajo es introducir una modifica-
cion del algoritmo Super Twisting que cambia la potencia

del término [aclj% por un valor en el intervalo abierto
(0,1), con el fin de poder hacer este término mas suave
y reducir el castaneo causado por el. Este nuevo algo-
ritmo homogéneo se denomina Algoritmo Super-Twisting
Eztendido (ESTA, por sus siglas en inglés). En el resto
del trabajo se muestra la estabilidad en tiempo finito del
ESTA, con y sin perturbacion, mediante la construccion
de dos posibles funciones de Lyapunov homogéneas sua-
ves. También se ilustra mediante simulaciones el efecto
esperado de reduccion del castaneo debido al término de
raiz cuadrada mencionado anteriormente.

2. ALGORITMO SUPER-TWISTING EXTENDIDO
(ESTA)

La estructura del ESTA es similar a la del STA. Se
diferencian en la introduccién de un parametro adicional r
que modifica los exponentes de los dos términos del primer
término de la ecuacion (1) y que constituye un grado de
libertad adicional.

2.1 Estructura del ESTA

El algoritmo Super Twisting extendido (ESTA 2) esta
dado por el siguiente sistema homogéneo

r—1

i1 =—ky[z1] 7 + a2
—ka [21)° + p(t),

dénde z = [z1 23] € R? es el estado, 7 > 1 € R
es el nuevo parametro que define las potencias de la
primera ecuacion, y p(t) es una perturbacion arbitraria
uniformemente acotada, es decir, |p(t)| < L, para alguna
constante no negativa L € R. Notese que cuando el
parametro r = 2 se obtiene el algoritmo STA clasico.

En ese caso la potencia del primer término de la primera
ecuacién [21] " es 1 y eligiendo a r € (1, 00) este
exponente puede tomar los siguientes valores

r—1

(2)

To

0<

<1 0<r—1<oo (3)

Asi que este término puede hacerse més suave incremen-
tando el valor de 7, y en el limite » — oo se obtiene un
término lineal. El exponente del segundo término [z ]~
crece sin limite cuando r crece, haciéndose més y mas
“plano” en la vecindad de 22 = 0 a medida que r aumenta.

El resultado principal del presente trabajo es el siguiente
teorema, que establece que el origen x = 0 del ESTA
(2) es un punto de equilibrio estable en tiempo finito
para toda perturbacion acotada, si las ganancias se eligen
adecuadamente. Ademés, para probar este resultado se
proponen dos posibles Funciones de Lyapunov (FL).

Teorema 1. Supdngase que la perturbacion p(t) es una
sefial uniformemente acotada, es decir, |p(t)| < L,Vt > 0,
con L € R.y una constante positiva, y sea r > 1. Si
las ganancias k1, ko del ESTA (2) son positivas, entonces
existe L > 0 suficientemente pequeno tal que el origen
2 =0 de (2) es un punto de equilibrio estable en tiempo
finito para cualquier perturbacion, es decir, Vz(0) € R?,
Yipt) < L, 3T > 0 tal que z(t) = 0,¥t > T. La
desigualdad ko > L debe ser satisfecha. Adicionalmente,
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las siguientes dos funciones continuas y homogéneas V; ()
y Va(z)

Vi(z) = ar a1 | — o [a1)’ [a2)™ " + aslze™ , (4)
1, ., o
V() = y(kafas] + o) = 1 [0 (5)

= Vi (@) — 1 [w2] 70
son funciones de Lyapunov estrictas y robustas para el
ESTA, para valores adecuados de los parametros de las
funciones de Lyapunov y de las ganancias del ESTA. O

Las dos FL poseen diferentes caracteristicas. Vi(x) es
suave y es una Forma Homogénea Generalizada, una clase
de funciones estudiada en Sanchez and Moreno (2014).
Como se vera en la prueba del Teorema 1, V; es una FL
para el ESTA bajo restricciones (innecesarias) para las
ganancias ki, ks.

Por el contrario V2(x), que es una extension de la FL débil
Vo(x), es una funcién homogénea, Lipschitz continua pero
no suave, debido al término |z1|, que es Lipschitz pero
no diferenciable. Esta funcién V5 es funcion de Lyapunov
para ESTA en el caso nominal (sin perturbacién) para
todas las ganancias ki, ko positivas.

En la siguiente Seccién 3 se presentaran los detalles de
las pruebas de las afirmaciones del Teorema 1. Luego
en la Seccion 4 se presentarda un estudio comparativo en
simulacion entre el STA cléasico (con r = 2) y el ESTA,
que muestran el efecto “suavizante” cuando se elige r > 2.

3. PRUEBA DE LA ESTABILIDAD DEL ESTA

En los siguientes paragrafos se probaran la homogeneidad
y la estabilidad del ESTA, usando las dos FL propuestas.

3.1 Homogeneidad

La homogeneidad ponderada es un concepto importante
en este trabajo, y esta definido de la siguiente manera:

Definicion 1. (Levant (2005)) Sea a > 0 un real positivo
y el vector de pesos t = (t1, tg, -+, t,) con t; > 0. El
operador Dilatacion A, se define como la matriz diagonal
A, = diag{a’'}. Una funcion escalar H : R™ — R se dice
que es homogénea con pesos t y grado de homogeneidad
B € R si se satisface la siguiente relacion

H(Ayz) =P H(x),
para todo x € R" y todo o > 0. Un campo vectorial

f : R* — R™ es homogéneo con pesos t y grado de
homogeneidad S € R si se satisface la siguiente relaciéon

f(Aax) = O‘ﬁAaf(x) s
para todo x € R" y todo > 0. O

Usando esta definicion es facil mostrar que el ESTA es
homogéneo con pesos t = (t1,t2) = (r, 1) y grado de
homogeneidad § = —1, ya que

T
_ [ i)
T=Ayo=1| 1
[0 i)

tlz’f‘
=1

—1 _
T o 1

z) = PN, f(z) = —ki [leT;l o+ [y
f(z) f(z) [ k[ ]° (07)°
_ 0471 |:Oér 0

o o] @)
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Como consecuencia de la homogeneidad (Levant (2005)),
si se puede probar que el origen del ESTA es local y
asintoticamente estable, se puede concluir que el origen
es global y estable en tiempo finito.

Para probar estabilidad asintotica del origen del ESTA
usaremos dos FL alternativas: Vi(z) y Va(x). Estas dos
alternativas estan inspiradas en los trabajos previos sobre
el STA (Moreno and Osorio (2008, 2012); Sanchez and
Moreno (2012)).

3.2 Estabilidad del ESTA con la FL Vi (z)

La primera candidata a FL esta dada por la expresion
Vi(z) = ay |z1|" — ag [21]° [22) ™7 + ag|ea|™ . (6)
Es facil verificar que esta funcion es homogénea con pesos
t = (t1,t2) = (r, 1) y grado de homogeneidad 8 = m,
y que es suave (al menos una vez diferenciable) si las
potencias satisfacen las siguientes desigualdades:

T>1L0>21,m>6r,m>1%62>1,m>or.

m
=

Cuando los coeficientes a1,23 € Ry son positivos, se
puede asegurar que Vi (z) es positiva definida si (usando
la desigualdad de Young) as es “pequenia”’ comparada con
a1 6 ag. De la homogeneidad (Bhat and Bernstein (2005))
se puede concluir entonces que Vi(x) es decreciente y ra-
dialmente no acotada, asi que es una candidata apropiada
a FL global.

La derivada de V; a lo largo de las trayectorias del ESTA
(2) se puede descomponer en tres términos (aqui hemos
considerado § =1, |p(t)| < L):

oV

Vi(z) < —asg(x) — koazh(z) + e

L, (7

(i) ™~ foarr)

Mmmﬂuw**(wlﬂm+zmuﬂ)
ovy
7o,

Noétese que el término ‘%
o

= —as(m —r)xy |362|m_7ﬂ_1 + mas |—x2jm_1

L corresponde al efecto de la

perturbacion. Es simple verificar que Vi () y ’%’ L son

homogéneas con grado de homogeneidad 8 =m — 1.

Obsérvese que si se satisface la igualdad

qu Tnil _ kril
- M
rag

se puede concluir que g(z) > 0, y que solo se anula en el

1
conjunto Z = {a: € Ry = k' leﬁ

La desigualdad (7) puede escribirse como

) 1 - [0V
Vi(z) < —agks (]Qg(x) +h(z)—L 37:17;
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). ®

dénde L = a%z, En el caso nominal, es decir, cuando

L = 0, obtenemos que V; (x) < 0 si la funcién homogénea
17129(33) + h(x) es positiva definida.

Para analizar esta funcién, recordamos la siguiente pro-
piedad de funciones homogéneas continuas:

Lemma 1. (Andrieu et al. (2008); Moreno (2016)). Sean
n:R" - Ry~:R" — R} dos funciones homogéneas
continuas, con pesos r = (ry,...,7,) y grados m, con
~v(x) > 0, tal que se cumple

{z e R"\ {0} : y(z) = 0} € {z e R" \ {0} : (z) < 0}.
Entonces, existe un niimero real \* tal que, para toda A >
A,z € RM\{0} y algin ¢ > 0, n(z) — Ay(x) < —cllz|[",-

O

En la expresion ég(m) +h(x) se tiene que g(z) > 0, y solo

se desvanece en el conjunto Z. Si evaluamos la expresion

en este conjunto obtenemos

M—ﬁ—h(aﬂ) |m1|M (—m—ﬁ—r—i—%mkfl)
]412 =z (%)

que es positiva si

m—r—1

_ 1
= kl

@ —

—3mk‘1’ t>m-—r.

(%)
Bajo estas condiciones el Lema 1 permite concluir que es
posible hacer que Vi (z) sea negativa definida eligiendo ks
suficientemente pequefo ! .

De la expresion (7) observamos que el lado derecho es
una funciéon homogénea y que la combinaciéon de los
dos primeros términos es negativa definida. De nuevo,
aplicando el Lema 1 podemos concluir que en el caso
perturbado siempre se puede lograr que V; (z) sea negativa
definida eligiendo L suficientemente pequeno. De esto
se sigue inmediatamente del Teorema de Lyapunov la
estabilidad en tiempo finito del ESTA.

Notese sin embargo, que atn en el caso nominal existen
restricciones en las ganancias para las cuales la FL V;(x)
puede asegurar estabilidad. En el siguiente paragrafo se
presentara una FL que no tiene esta restriccion.

3.3 FEstabilidad del ESTA con la FL Va(x)

Notese que la funcion Vo(x) = kg |21]+ 2 [x2]" es Lipschitz
y positiva definida. Su derivada a lo largo del ESTA (sin
perturbacion) es negativa semidefinida, por lo que consi-
tuye una funcién de Lyapunov débil para el ESTA nomi-
nal. Para obtener una FL fuerte, es decir, cuya derivada
sea negativa definida, introducimos un término adicional,
con lo que llegamos a la funcion Va(x) propuesta:

Vala) =7 (ks bl + Lol )* = 1 [a) 27D (9)
=V () — 1 [ 770

dénde ¢,7, ks € Rsg. Vo(x) es Lipschitz continua (pero

no suave) para ¢ > 1, r(p — 1) > 1, es decir, ¢ > L + 1.

Es facil verificar que es una funcién homogénea con pesos

ty =r, to =1y grado de homogeneidad 5 = ry.

1 Estrictamente hablando no se puede aplicar el Lema 1 aqui, ya
que la funcion es discontinua. Sin embargo se puede usar una version
discontinua de este Lema, probada en (Cruz-Zavala and Moreno
(2017)) para obtener la conclusién. Como el resultado es el mismo,
usamos por simplicidad aqui la versién continua del Lema.
Copyright©AMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



Debido a la homogeneidad, y usando el hecho que Vy(z) es
positiva definida, se puede concluir que V() es positiva
definida si se elige y suficientemente grande. Por lo tanto
Va(x) es positiva definida, decreciente y radialmente no
acotada (Bhat and Bernstein (2005)) y constituye una
candidata apropiada a FL.

La derivada de Va(x) a lo largo de las trayectorias del
ESTA 2 es (hemos considerado [p(t)] < L):
oVa(z)

‘/2(55) < VQ,N(x) + ‘aw

= —ypk1k V1 ($)¢_1 |21
o

oy [22] 77 [y

L (10)

r—1

T+

re—1 +

Va(z)

8x2

doénde V2 ~(z) es la derivada para la parte nominal, es

decir, para el ESTA sin perturbacion. Se puede verificar
facilmente que Va(z) y también 8‘5271,(;) son homogéneas

con grado de homogeneidad 8 = rp — 1.

— |z2]

kot (¢ — 1) |z | |22 4 L.

Notese que el primer término de Vi n(z), es decir,

r—1
—vBk1kaVi(2)?~ 1 |z1| ™ es no positivo para cualquier

z € R?, y solo se anula en el conjunto § = {z € R? | z; = 0}.

En el caso nominal (si L = 0) el valor de Vs y(z) evaluada
en el conjunto S, Vz n(z) esta dada por

Van(2)|s = — |2 7,

que es negativa Vry € R+ (. Del Lema 1 podemos entonces
concluir que Vo y(z) puede hacerse negativa definida eli-
giendo v suficientemente grande. Por lo tanto la eleccion
adecuada de v permite hacer que V5 sea una FL para el
caso nominal. Notese que este resultado es vélido para
cualesquiera valores de las ganancias k1 > 0, ko > 0.

En el caso perturbado (L > 0) la derivada de Va(x)
en (10) tiene dos términos: la derivada a lo largo del

sistema ESTA nominal Vs y(z) y el término debido a
la perturbacion ‘%(:L)‘L Ya que Vo n(x) es negativo
definido y usando de nuevo el Lema 1 podemos concluir
que siempre existe (para cualesquiera ganancias k; > 0,
ko > 0) un valor de L suficientemente pequeiio para el

cual Vi(z) es negativo definido. Es facil ver que ko > L.
Estas afirmaciones concluyen la prueba del Teorema.

4. ESTUDIO COMPARATIVO DEL ESTA Y EL STA
MEDIANTE SIMULACIONES

En esta seccion realizamos algunas simulaciones para
comparar el comportamiento del STA y del ESTA, con
el fin de estudiar si efectivamente el incremento de r
induce un comportamiento maéas “suave” del ESTA, tal
como se motivo en la introducciéon. Los dos algoritmos
fueron simulados en Matlab/Simulink con el algoritmo
ode4 (Runge-Kutta), con un paso fijo de 0.0001 segundos,
con la condicién inicial para el integrador de 1’s y un
tiempo de simulacion de 12.8 segundos. Se seleccionaron
diferentes ganancias ki o y exponentes r para el ESTA (los
valores se muestran en las Figuras 4-6). Adicionalmente
se utilizo como sefial de perturbacion p(t) = 10sin(t).

La trayectoria para xz; se muestra en la Figura 1 (re-

cuérdese que el STA corresponde al caso con r = 2).
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Figura 1. Trayectorias de x7 para el ESTA: Influencia del
exponente r y las ganancias ki 2.

5 %1070 ESTA Numerical Error - (r/k1/k2)
—ESTA (3/15/11)
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w
1+
151
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time (s)

Figura 2. Error numérico para el ESTA y Error Promedio
Movil.

El incremento de r produce un mayor sobrepaso y un
tiempo de asentamiento més largo, mientras se disminuye
el error numérico (como se muestra y se discute a con-
tinuacion). El error numérico se muestra en la Figura 2.
Adicionalmente el promedio moévil del error se presenta,
para eliminar el efecto del ruido numérico. Este promedio
movil se calcula usando una ventana moévil de 500 pasos.

La comparacién de diferentes controladores no lineales no
es trivial, pero se eligieron tres parametros para realizar
esta comparacion entre el ESTA y el STA:

= Tiempo de Asentamiento (¢s),
= Error numérico promedio después de t5 y
= Sobrepaso.

Estos tres parametros se ilustran en la Figura 3.

La Figura 4 presenta el error numérico promedio del siste-
ma (2) después que se alcanzo el tiempo de asentamiento.
El error se muestra en una escala logaritmica. Incremen-
tando r este error promedio decrese exponencialmente. Un
incremento de las ganancias k; » produce un incremento
del error promedio, pero este efecto es muy pequeno com-

parado con el efecto de r. Por lo tanto podemos concluir
CopyrightoAMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx
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|
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|

Overshoot

Figura 3. Parametros de comparacién para la simulacion:
Error numeérico promedio, sobrepaso y tiempo de

asentamiento.
105 Average Er‘ror - E§TA (k1‘lk2)
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Figura 4. Error promedio del ESTA: Influencia del expo-
nente r y de las ganancias ki o

que la precision del algoritmo crece exponencialmente con
el incremento de 7.

Abs.Overshoot - ESTA/STA (k1/k2)
0.025 T T T T T T
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Figura 5. Sobrepaso del ESTA/STA: Influencia del expo-
nente r y de las ganancias ki o

La Figura 5 ilustra la influencia del exponente r y las
ganancias ki 2 en el sobrepaso producido por el ESTA y
el STA. Se observa que un incremento del exponente r
resulta en un sobrepaso mayor. El efecto de r se hace

mas pronunciado con un mayor r. De la estructura del
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Figura 6. Tiempo de Asentamiento para ESTA/STA:
Influencia del exponente r y de las ganancias ki o

sistema (2) se observa que un incremento de r produce un

incremento en el exponente de [25]" "', Para |z2| > 1, el
sistema reacciona mucho mas fuertemente a los cambios,
y esto conduce a un sobrepaso mayor como se ve en la
Figura 5. El incremento de las ganancias ki 2 conduce,
como es de esperarse, a un mayor sobrepaso en ambos
algoritmos, ESTA y STA. Adicionalmente la influencia de
las ganancias se incrementa con el incremento de r.

La Figura 6 muestra la influencia del exponente r y
de las ganancias ki en el tiempo de asentamiento de
ambos algoritmos, el ESTA y el STA. Como consecuencia
de un mayor sobrepaso (como se ve en la Figura 5),
el incremento de r tiene como consecuencia también un
incremento del tiempo de asentamiento del ESTA. Sin
embargo, el efecto lineal es sorprendente. Com es de
esperarse el incremento de las ganancias produce una
disminucion en el tiempo de asentamiento para ambos
algoritmos, el ESTA y el STA.

5. CONCLUSION

En este articulo se ha introducido una modificaciéon del
Algoritmo clasico del Super Twisting, que hemos denomi-
nado Super Twisting Extendido. La modificacién consiste
en la introduccién de potencias en la primera ecuacién
del STA, manteniendo la homogeneidad del sistema. Una
motivacion para esto consiste en poder disminuir el efecto
de castanieo debido al término no Lipschitz de la primera
ecuacion del STA, que en el caso extendido puede hacerse
tan cercana a 1 como se desee. Para probar la estabi-
lidad de este algoritmo se han propuesto dos funciones
de Lyapunov diferentes, que poseen propiedades diversas.
Mediante un estudio en simulaciéon se han comparado
el desempeno del STA clasico con la version extendida
introducida en este articulo, que indica que efectivamente
el efecto de castaneo se reduce con el incremento de
la potencia en la primera ecuacion del ESTA. Esto, sin
embargo, conduce a un mayor tiempo de asentamiento y
a un mayor sobrepaso.
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