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Resumen: El objetivo del control a disenar es estabilizar al origen el sistema masa resorte
amortiguador torsional en tiempo finito, con una accién de control continua, en presencia
de perturbaciones Lipschitz. Una nueva clase de controladores de modos deslizantes que
garantiza la convergencia en tiempo finito de una superficie deslizante, a pesar de incertidumbres
paramétricas y perturbaciones acopladas es el control Algoritmo de Twisting Continuo (ATC),
donde las propiedades de estabilidad y robustez se verifican con una funcién de Lyapunov. Con
la implementacion, se logré estabilizar los estados al origen, demostrando la eficacia del ATC
de segundo orden para compensar variaciones paramétricas desconocidas.

Keywords: Modos deslizantes, control robusto, funcién de Lyapunov, homogeneidad.

1. INTRODUCCION

Los controladores en los sistemas mecanicos deberian
de poder atenuar los efectos de funciones no modeladas
discontinuas en el sistema, y para optimizarlos algunos
enfoques que se han manejado han sido los controladores
de modos deslizantes.

Modos deslizantes es una técnica de control de gran in-
terés en el andlisis y control de sistemas dindamicos. En
los tdltimos anos se ha desarrollado en (Torres-Gonzélez
et al.), (Torres-Gonzdlez et al., 2015), (Torres-Gonzélez
et al., 2017), una nueva clase de controladores de modos
deslizantes homogéneos denominado Algoritmo de Twist-
ing Continuo (ATC), basado en una generalizacién del
Super Twisting (ST). El algoritmo ST presenta una senal
continua para sistemas de grado relativo uno. En el algo-
rtimo ATC es homogéneo y para sistemas perturbados de
segundo orden el algoritmo tiene grado de homogeneidad
de menos uno, donde el peso homogéneo es 1,2,3 para
aceleracion, velocidad y posicidn respectivamente.

La planta empleada es un sistema de masa-resorte-
amortiguador que se utiliza para investigacién de sistemas
de control y se transforma facilmente en plantas de se-
gundo, cuarto y sexto orden. En sus diversas configura-
ciones, en este sistema se pueden configurar una amplia
cantidad de plantas practicas incluyendo cuerpos rigidos
y sistemas vibrantes discretos acoplados, por lo tanto es
una excelente alternativa para validar las caracteristicas
de ST y ATC. En la figura 1 se observa que la planta es
de un eje vertical con dos discos unidos por un resorte
torsional, cada disco con su propio encoder que miden el
desplazamiento angular, donde un actuador en el disco
1 proporciona un par de torsién u en la inercia J;. El
actuador presenta no linealidades variantes en el tiempo
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(friccién estdtica, banda muerta), que son dificiles de mod-
elar.

El objetivo del control a disenar es estabilizar al origen
el sistema torsional en tiempo finito, con una acciéon de
control continua, en presencia de perturbaciones Lipschitz.
Para esto se utilizan los algoritmos de modos deslizantes
de Super Twisting y Twisting Continuo, debido a que se
desea probar su funcionamiento y comparar sus ventajas
y desventajas al implementarlos en el sistema torsional.

El documento estd estructurado de la siguiente manera:
El modelo matematico de la planta es presentado en la
seccién 2. La metodologia empleada para el diseno de los
controladores se describe en la seccién 3. Los resultados
del laboratorio se presentan en la seccién 4. Por dltimo, en
seccién 5 se presentan las conclusiones.

2. MODELO DEL SISTEMA MECANICO

La dindmica del sistema torsional (Perks, 2005) es de
dos grados de libertad, con una ecuacién diferencial no
lineal de cuarto orden, del cual quedan dos ecuaciones de
movimiento, tal que cada una de ellas esta relacionada con
su disco correspondiente. La figura 1 muestra el diagrama
de cuerpo libre del sistema torsional. Se tiene que la
dinamica de la planta es:

l l

. [
0 —0 —0; — —0y =
1+J11+J11 J12 U O
l . l . co

——0;+86 —0 —0,=0
7 1+ 2+J2 2+J2 2

donde 6;,0;,0; € R es la aceleracién, velocidad y posicién
angular del i-ésimo disco para i = 1,2, u € R es la entrada
de control del torque que para este sistema esta acotada
por u < 0.7Nm, [ es la constante de resorte, .J; es la inercia
v ¢; es el coeficiente de amortiguamiento.
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Los parametros de la planta utilizados en el modelado del
sistema de torsién se consiguieron empleando el algoritmo
de identificacién paramétrica (Davila et al., 2006), los
cuales son:

1 =2.327586 &

Jy = 0.29462 kym?
Jo = 0.292045 k,m?

c; =0.012195
co = 0.00272
I I e
A ety onty( | ——— 1
I 4 -

eIl

Figura 1. El sistema torsional

Para facilitar el andlisis, el sistema (2) se expresa en ecua-
ciones de estados con x = [z1 z2 X3 x4] = [91 01 0 02].

.1:1 0 1 0 0 T 0
@y|  |-270 145 270 0 2 116
sl =l o o 0o 1 | T Lo | Y
T4 385 0 —385 —0.45] |z 0
—— ~——
x A T B

3. CONTROLADORES

Se utilizaran dos algoritmos de control, que es el Super
Twisting y el Algoritmo de Twisting Continuo, donde se
analizardn los resultados. A ambos algoritmos les antecede
un procedimiento de diseno que se muestra a continuacion.

3.1 Diseno de controladores continuos por modos deslizantes

Primero es necesario que (2) sea representado en una
cadena de integradores. Después se utiliza uno de los
controles propuestos.

Para transformar (2) a una cadena de integradores, se usa
la siguiente matriz de transformacion.

44660 52.2 116 6.741e 1%
T o —1.455¢7 11 44660  52.2 116 3)
- 44660 0 0 —9.684e 1%

—2.910e~ " 44660 —3.873¢"* 1.805¢ ™

A continuacién se aplica la transformaciéon A, = T-LAT
y B. = T~ 'B. El sistema ahora se presenta en términos

de la nueva variable de estado de la siguiente manera:
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4 010 07[xa] [0
% 001 0] [z, |0
PN 000 1| ]|z] ]ol" ()
24 a1 as a3 as| |z 1

M~ " =~

3 A, z B.

donde a; = 0,a9 = —666.13,a3 = —655.63, a4 = —1.86.
A continuacién se desarrolla el nuevo sistema con las

siguientes estrategias de control.

8.2 Implementacion con Super-Twisting

A partir de (4) se disefia la siguiente superficie deslizante
de grado relativo uno.

S = /\121 + )\222 + /\323 + 24
§ = AM22 + Aozg + A3zq + [Cl1 s

f(z)

a4) z +u

(5)

Considerando a la variable z4 como control virtual ..

(6)

Se puede disenar un controlador lineal de tal manera que
el origen del sistema de orden reducido sea un punto de
equilibrio asintéticamente estable.

Uy = —A121 — AaZg — A323

21 0107 [z 0
[22] = |f) 0 11 Zo| + [0] uy (7)
] looo [z L1
N—— ~~
Ai1s Bis

Las pardmetros A de (6) se diseniaron con la férmula de
Ackerman (8) para la colocacién de polos.

My =100 1)C(A13, Bi3) ' A(As3) (8)

donde C es la matriz de Controlabilidad, P(A;3) es el poli-
nomio caracteristico deseado. Algunos parametros validos
son A\ = 26, Ay = 36, A3 =11.

Se emplea el algoritmo de Super-Twisting, para observar
su eficacia para convergencia de s al origen. Este enfoque,
se denota por:

Ir1 =S

El sistema se convierte

i1 =—ki[s]V? +w (10)
W= —ky[s]° (11)
Los parametros del control son ky = 1.5, ko = 1.1, de

(Levant, 1993).

8.8 Implementacion con Algoritmo de Twisting Continuo

A partir de (4) se disenia la siguiente superficie deslizante

de grado relativo dos.
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s = )\12’1 + )\222 + 23
$=MAzo+ Aoz3+ 24

. 12 x  0of N —
§=Mzz+Xozg+[a1 -+ a4)z4u (12) _10\[ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 35 40
f(2) %0 ‘ ‘
S o
Considerando a z3 como controlador virtual u,. 50 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 35 40
10 T T T T T T T
Uy = —A921 — A322 (13) <> 0r
-10 : : . : : :
Se puede disenar un controlador lineal de tal manera que 0 5 1 15 2 25 30 3 40
el origen del sistema de orden reducido sea un punto de % ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
ye . . sy s ol\/\
equilibrio asintéticamente estable.
-500 5 10 15 20 25 30 35 40
2':1 o 01 zZ1 0
—— ~~
Ala B2

Las pardmetros de ganancia A de (13) se disenaron con la
férmula de Ackerman (15) para la colocacién de polos.

Ay = [0 1]C(A12, Bi2) ' P(Asp) (15)

Algunos parametros validos son A\; = 1.5, Ay = 2.5.

Q
£
. . ©
Se emplea el algoritmo de ATC, para observar su eficacia S
para convergencia de s al origen. Este enfoque, se denota s
. S
por: "§
=3
n | | | | | | |
x| =S8 0 5 10 15 20 25 30 35 40
(16) Tiempo [seg]
Xro =S

El sistema se convierte Figura 2. Estados, control y superficie deslizantes en ST

5 T T T T T T

.i‘l = T2 < 0 x Va

To = —k1 |—sj /3 _ ko |—SJ 1/2 + x3 (17) S 5 10 5 0 2 20 % 40

. 0 .10 50 ‘ ‘ ‘ : : ‘ :

i3 = —ks[s]” — ka[$] & o
El conjunto de ganancias k es seleccionada tal que 05 s 10 15 2w = w
garantiza la estabilidad del origen del sistema (2), de- 5 ‘
mostrandose con la funcién de Lyapunov de (Torres- 2o
Gonzélez et al., 2017) (ver apéndice A). Un ejemplo de 5 \
las ganancias k que satisfacen V y su derivada, son: oS0 s s % s W
ki =07, ks =1.1, ky = 0.2, ks =0.1. .

4. RESULTADOS EXPERIMENTALES M s 0 15 = s w4

La posicién de cada inercia se detecta con un encoder de eje
que tiene una resolucién de 4000 impulsos por revolucién,
obteniendo la posicién angular 61 y 6.

Las figuras 2 y 3 muestran los resultados del controlador
Super-Twisting y el Algoritmo Twisting Continuo con el
método de integracién de Euler, con tiempo de muestro
de 1ms del sistema (1), con la condicién inicial de zy =

[40 O]—r y donde la perturbacién se presenta en t = 15s en
el disco donde esta acoplado el canal de control y ¢ = 30s
en el disco 2. En las figuras se observa que se obtuvieron
los resultados esperados, ya que los estados del sistema
(1) tienden al origen y compensan las perturbaciones
Lipschitz. Se comprueba en las figuras 2 y 3 que el 2 : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
. ) . . N 0 5 10 15 20 25 30 35 40
algoritmo ATC tiene mejor comportamiento en el origen Tiempo [seg]
de la superficie de deslizamiento.
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5. CONCLUSION

Los experimentos con el controlador se llevaron a cabo
utilizando un sistema en tiempo real. Los resultados de
la implementacién, muestran que el resultado deseado se
obtiene en ambos controles, ya que se logré estabilizar los
estados al origen. Los resultados demuestran la eficacia
de ATC de segundo orden para compensar variaciones
paramétricas desconocidas y se observa que es mejor que
el ST ya que tiene mejor comportamiento en el origen de
la superficie de deslizamiento.
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Apéndice A. ANALISIS DE ESTABILIDAD

V(z) y W(x) = —V(z) son funciones homogéneas. Si
estos son positivos en alguna esfera que contiene el origen,
entonces son positivos para todo x = 0. Una forma visual
de verificar la positividad de V (x) y W (x) es graficar las
funciones sobre una unidad de esfera.

Funcion candidata de Lyapunov:
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V(x) :a1|x1|g + aox1T9 + a3|x2|%
+ oy [23]? — aszers + agles|®
W(z) = —V(z)
W (z) =asks |1 |Y? + agks 2] [25) /2
—5/3a1 [ |3 [xa] + 5/203k: [21) Y3 [0 |3/?
+ 5/203ks|xa|* — aslza|® — aa[z1 | [2s)
+ 2ayks|zy ||3] + 20uka [z | [22]° |23
—5/2a3 |—JJ2J3/2 (23] — au[za][23])?
— 3asks[z1] [wo)|23? — 3asks|zs||z3|?
— asky [21]Y*[z3]® — asks[z2]"/?[25]?
+ as|zs|* + bagks [z | [23]*
+ 5agka 2| [xs] ! + 204 A1) [21 ]3]

— 3asA(t)[z2]|23]* + BagA(t) [z3]*
(A1)

Figura A.1.

12r

Figura A.2.

W (z) en esfera unitaria
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