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Resumen: En este trabajo se propone un observador Proporcional-Integral (PI) de orden
reducido para el problema de sincronizacién y estimacion de una clase de sistemas no
diferencialmente planos. Para el disenio del observador se utilizan polinomios diferenciales
aprovechando las caracteristicas del sistema cadtico a observar y se asumen algunas hipétesis
necesarias para demostrar la estabilidad asintética del error de estimacion resultante. Para
ejemplificar la efectividad de esta metodologia se disena un observador PI para un atractor
de Lorenz y se presentan las respectivas simulaciones numéricas. Ademads, se contrastan los
resultados obtenidos de emplear iinicamente una acciéon proporcional con aquellos conseguidos
por el observador propuesto aqui, es decir, incorporando una accién integral.
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1. INTRODUCCION.

La sincronizacién de sistemas es un fenémeno que con-
siste basicamente en conseguir que las trayectorias de
los sistemas involucrados sean idénticas después de un
tiempo finito. Este fenémeno inicialmente fue estudiado
en 1650 por Christian Huygens al analizar el movimiento
coordinado de dos relojes de péndulo, sin embargo no
hubo mayor interés por parte de la comunidad cientifica
hasta que Pecora y Carroll (1990) demostraron que es
posible sincronizar sistemas cadticos a través de una o
varias senales acopladas. La sincronizacién de este tipo
de sistemas resulté muy interesante debido a su alta sen-
sibilidad a condiciones iniciales. Asi, durante las tltimas
tres décadas, la sincronizacion de sistemas cadticos ha
sido uno de los temas de mayor interés en ciencias no
lineales, teniendo especial atenciéon en areas tales como
medicina, biologia, criptografia, ingenieria, fisica y co-
municaciones seguras. En la actualidad, la investigacion
respecto a sincronizacién de sistemas caodticos se ha
enfocado en dos grandes campos, el primero consiste
en resolver el problema de sincronizacién de dos o mas
sistemas cadticos con caracteristicas distintas empleando
leyes de control. Por otro lado, se ha planteado como
un problema de diseno de un observador de estado para
un sistema caodtico dado, particularmente se hace para
osciladores no lineales.

Para el problema de diseno de un obervador de estado,
se considera la configuraciéon propuesta por Pecora y
Carroll, conocida como configuraciéon maestro-esclavo,
donde el sistema maestro es el sistema cadtico a ob-
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servar mientras que el obsevador a disenar actiia como
sistema esclavo y la salida del sistema caético, a partir
de la cual se reconstruyen los estados desconocidos, se
emplea como senal de acoplamiento. Cabe hacer notar
que en la literatura el problema de sincronizacién se
plantea Unicamente entre sistemas cadticos y se logra
mediante controladores, pero aqui se establece el prob-
lema maés simple, es decir, la sincronizacién entre un
sistema cadtico y un observador. Asi, la sincronizacién
y estimacién de estados de estos sistemas ocurre cuando
el error de estimacion del observador es igual a cero y
permanece asi, o al menos acotado, para todo instante
futuro. En este campo existe una variedad de métodos
probados, por ejemplo, Lin et al. (2005) trabajaron en
un observador robusto adaptable para la sincronizacién
de un sistema caético con retardos, Chen et al. (2005)
aplicaron una estrategia de modos deslizantes para pro-
poner un observador, por su parte Martinez-Guerra et
al. (2006),(2018) consideraron observadores de orden re-
ducido para sincronizar un atractor de Lorenz.

Pese a los trabajos realizados a la fecha, pocos son los
que proponen métodos de diseno que aprovechen las
caracteristicas algebraicas de un sistema no diferencial-
mente plano, por ejemplo, Sira-Ramirez (2002) atacé el
problema considerando sistemas no lineales y su grado
de planitud diferencial, por otro lado, Martinez-Guerra
y Mendoza-Camargo (2004) consideraron este problema
pero especificamente para una clase de sistemas no difer-
encialmente planos y de Liouville.

En este trabajo se propone un observador de orden
reducido (banco de observadores para las variables de
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interés) para resolver el problema de sincronizacién de
sistemas cadticos aprovechando las caracteristicas al-
gebraicas de un sistema no diferencialmente plano. El
observador propuesto se disenia bajo la suposicién de que
los estados desconocidos del sistema cadtico en cuestién
pueden obtenerse a través de un polinomio diferencial
de la salida. La metodologia propuesta se resume de la
siguiente manera. Dado un sistema cadtico, se propone la
variable n(z) como funcién de los estados desconocidos,
tal que el sistema original se expresa como un sistema ex-
tendido (inmersién), es decir, un sistema cuya dimensién
es mas grande o igual al sistema original. La variable a
observar es entonces 7, para ello se propone un obser-
vador PI de orden reducido. Para que sea posible obtener
el estimado 7 se asumen dos hipdtesis, n es observable
respecto a la salida y las derivadas temporales de esta,
ademds, la dinamica de n es acotada. En el observador
propuesto se reemplaza la expresién correspondiente de
7, de tal manera que se obtiene una ecuacion diferencial
de 7, la cual depende unicamente del estimado y la
salida del sistema. Finalmente, resolviendo la ecuacion
diferencial y dependiendo de la eleccién de 7, se ob-
tienen directa o indirectamente los valores estimados.
Para ejemplificar la efectividad de esta metodologia, se
considera un atractor de Lorenz cuya salida lo hace no
diferencialmente plano.

El articulo estd organizado de la siguiente manera, en la
segunda seccién se define un sistema no diferencialmente
plano y se presentan las propiedades algebraicas que
presenta este tipo de sistemas. Posteriormente, en la
tercera seccién se hace la propuesta del observador PI de
orden reducido, estableciendose las hipotesis necesarias
para que sea posible el diseno de este. Para ilustrar el
proceso de diseno del observador se toma un sistema
de Lorenz que es no diferencialmente plano. La cuarta
seccién presenta los resultados numeéricos obtenidos con
el observador disenado y se contrastan con los obtenidos
al utilizar dnicamente una accién proporcional (P). Fi-
nalmente, se presentan las conclusiones de este trabajo.

2. SISTEMAS NO DIFERENCIALMENTE PLANOS.

El diseno del observador propuesto en este articulo
aprovecha la propiedad de platitud diferencial de un
sistema no lineal. En la literatura, la platitud diferencial
suele tomarse como equivalente a la controlabilidad de
un sistema, tal como senalan Sira-Ramirez y Agrawal
(2004), sin embargo, esta propiedad determina la ob-
servabilidad de los estados desconocidos a partir de poli-
nomios diferenciales de la salida, tal y como se vera a
continuacion.

2.1 Definiciones.

Considere un sistema no lineal definido por
& = F(z,u)
’ 1
y = h(x). (1)

T
donde z = [r1,22,...,2,]" es el vector de estados del
sistema, F' es una funcién no lineal de sus argumentos, h
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. . T
es un polinomio de x, u = [u1, U, ..., up]  es la entrada
del sistema y la variable y es la salida.

Definicion 1. Se dice que (1) es diferencialmente plano
si todos sus estados y entradas satisfacen un polinomio
diferencial de la salida, esto es, si

aeN

g eN
(2)

Si (1) posee al menos un estado o una entrada que no

satisface lo anterior se denomina no diferencialmente
plano.

i =1,2,..,n,
7j = 1727 -~ Dy

€Tq = Pl(y’yay7 7y(a))
Uj = Pj(ya yvyv 7y(6))

Definicion 2.  El nimero entero que cuantifica la plat-
itud diferencial de (1) se denomina defecto y es igual al
ndmero de variables del sistema que no satisfacen (2),
entonces (1) es no diferencialmente plano si y sélo si su
defecto es diferente de cero.

Definicion 3. Todo estado desconocido de (1) se dice
que es algebraicamente observable respecto a la salida si
satisface un polinomio diferencial como en (2).

Note que (1) es diferencialmente plano si y solamente si
todos sus estados son algebraicamente observables.

Ejemplo.  Considere el siguiente sistema no lineal
T1 = T1T2
:-EQ =1 — X3 (3)
i‘g = UT2

Sea su salida y = x1. Note que (3) es diferencialmente
plano ya que

xlzy_a
x2:%a

Lo 2 4
x?’:y_yyy2y7 (4)

y iy—32)
u = =< — .
Y (y y? )

En cambio, si la salida estd dada por y = z2, note que
T

1‘1:(7,

T2 =Y,

. . 5
T3 =T1 —Y, 5)
u =%,

Y

es decir, el sistema (3) es no diferencialmente plano con
un defecto igual a tres.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

Considere el sistema (1). Se define una nueva variable
n(z), la cual contiene los estados desconocidos, tal que
se tiene el siguiente sistema extendido

i(t) = f(z,u,n(x)),
n(z) = g(z,n,u), (6)
y(f) = h(ajau)a
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Observacion 1. Los estados conocidos del sistema
pueden ser incluidos en 7(z), en consecuencia, la es-
timaciéon de los estados desconocidos depende de la
eleccién de n(z).

Observe que ahora el problema es observar 7n(z) y pos-
teriormente determinar los estados desconocidos del sis-
tema a partir de esta. Antes de realizar la propuesta de
un observador, se asumen las siguientes hipdtesis.

Hipdtesis 1. La dindmica g(z,n,u) estd acotada, es
decir, ||g(z,n,u)|] < N, donde 0 < N < 00

Hipdtesis 2. La variable n(z) es algebraicamente ob-
servable respecto a la salida del sistema.

3.1 Diseno del observador

Se propone el siguiente observador proporcional integral
(PI) de orden reducido para el sistema (6),

i) = ky [n(x) —A()] + k/ (o) —i(o)ldo, (7)

to
Donde 7j(z) es el estimado de n(z). Se define el error de
estimacion e(t) como

e(t) = n(x) —7(z). (8)

Asi, (7) se puede expresar como
t
i) = kye(t) + ki [ e(r)ar (9)
to

Observacion 2. Note que el fenémeno de sincronizacion
ocurre si y solamente si 7)(x) = n(x), o equivalentemente
si e(t) = 0, es decir, sucede cuando hay una correcta
estimacién de las variables de interés.

Teorema 1.  Se dice que (9) es un Observador Propor-
cional Integral (PI) de orden reducido para n(z), con k;
y kp reales positivas, si se satisface lo siguiente

Tim () = (1) (10)

o equivalentemente

tlirrolo e(t)=0 (11)
Prueba. Sea el vector de error de estimacion
- €1 n—1
= = . 12
=(a)=(ron) o
tal que (9) puede ser expresado como
7;] = kpel + k;es. (13)

La dinamica del vector de error de estimacién es

ORISR CEE)

14)
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tal que se tiene

¢ =— (fﬁl ’g) (2) +<9(””0’“)> — —Ke+Q. (15)

Observe que como k,,k; > 0, entonces la matriz K
es positiva definida, en consecuencia todos los valores
propios Re\;(K) > 0.

Se propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov

1

V(e) = i"TPé, (16)

Derivando V' (€) a lo largo de las trayectorias de (15) se
obtiene

2
=ele (17)

Empleando la desigualdad de Rayleigh en (17) se llega a
V(@) < —Amin(K)|[e]|* + 70 (18)

De la hipétesis 1, se tiene que ||eTQ|| < ||e]]|||] < [|e]|V,
tal que se puede escribir

V() < —Amin(E)ell2 + [|ElIN
< DK~ N gl 9

Entonces, V(€) <0 en B = {é: llel| > %(K) = (5}.

Para asegurar que el conjunto B existe, es necesario
que ||e|| tenga una cota superior. Sean ¢ y e dos cotas
superiores de V(€) tal que

52
—<e<eg

5 (20)

Note que V(&) es negativa en B, . = {e: ¢ < V(€) < ¢}.
En B. ., la funcién V(€) decrece mondétonamente hasta
llegar a la solucién en el conjunto B, = {€: V(€) > ¢}.
Como la solucién en B, = {€ : V(é) < ¢} permanece alli
para todo t > 0, es posible fijar ¢ = % de tal manera
que debido a V/(€) = 3||e||* se tiene que

1, .5 02
§||€H ) (21)
es decir, la cota ultima de € es
N
el<f=—"-— 22

Observacion 3.  Note que la metodologia propuesta re-
quiere que la dindmica del sistema sea acotada, es decir,
no puede aplicarse a sistemas no lineales en general. Los
sistemas caodticos satisfacen esta condicién.

entonces, V(&) < 0 con cota iltima . Finalmente, se
asegura que lim; ., e = 0.

d
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3.2 Ejemplo.

Considere un atractor de Lorenz dado por

@1 =o(z2 — 1),

Ty = pr1 — T2 — T1T3,

. 23
T3 = 1172 — B3, (23)
Yy =x3.

Los pardmetros o,p y B son conocidos y tales que el
sistema exhibe un comportamiento cadtico. Note que el
sistema (23) es no diferencialmente plano con un defecto
igual a dos puesto que

iy =o(y — 1),
Z2 Y,

— gty
xr3 = p— et

(24)

Donde z1 # 0. Para resolver el problema, se define 7(x)
como

&

n(z) = ;1 tri=y (25)
Entonces, a partir de (25) y (7) se tiene la siguiente
expresion

N=rkp(y—0)+ka [ (y—1). (26)
Resolviendo la ecuacién anterior se obtiene 7. Con-
siderando la ecuacién (25), el estimado de x; se puede
hallar con )

.’f?l :O'(f}—.’f?l). (27)

Cuya solucién proporciona 1. Note que para x3 se puede
emplear el estimado #; y la salida del sistema, de tal
manera que

w3 = (T1y — 3) (28)

B

Por lo tanto, a partir de la expresién anterior y de (7) se
llega a
.’2'3 = kpg [% (i’ly — 1’3) — i'gi| (29)
ki [ [§ 81y — 35) — 5]
Note que la variable 23 es desconocida, sin embargo,
puede aproximarse a &3 en una regién donde ||z —
Z3|| < €1, e1 > 0, de tal manera que (29) se escribe
como
23 = kp3 [% T1y — 333) - 333}
+kis [ % (56131 - 573) - fa‘}

Manipulando algebraicamente (30) se obtiene la sigu-
iente expresién

(30)

A B | B(kp3tkiz) | 4

1'3 - 5+kp3y |: Bli‘rkpB ] Z3 (31)
Bkiz Ty 4.
Bikps J \(BY T3

Finalmente, el estimado &3 puede obtenerse al solucionar
(31). Asi, todos los estados desconocidos del sistema son
obtenidos.

San Luis Potosi, San Luis Potosi, México, 10-12 de Octubre de 2018

155

x]
o

20

State

\ " ~ ~ M v o ,t"‘-.
NARAAAAYAYAY xf \/ Y/ \__.f \VAY

2 3 4 5 T B 9 10

Time

o 1 i

Fig. 1. Estado z; y estimados Z; obtenidos con y sin
accién integral
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Fig. 2. Estado z3 y estimados Z3 obtenidos con y sin
accién integral

4. SIMULACION NUMERICA.

Para la simulacién numérica se emplean las siguientes
condiciones iniciales z(0) = [1,0,—5], #1(0) = 4 y
23(0) = 2. Las ganancias del observador PI son kp; = 15,
ki1 = 2450, kpz = 2800 y k;3 = 2. Los pardmetros del
sistema de Lorenz, con los cuales se observa un compor-
tamiento cadtico, son o 10, p = 28 y B = 8/3. En
las siguiente figuras, ademas de los resultados obtenidos
por el observador PI, se observan las estimaciones real-
izadas sin hacer uso de la accién integral, es decir, las
conseguidas con un observador proporcional (P), el cual
es disenado con la misma metodologia.
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Fig. 3. Error de estimaciéon obtenido con y sin accién
integral

(b)

Fig. 4. Sincronizacién entre el sistema de Lorenz a) y el
observador proporcional integral b) observada en el
espacio fase.

Observe en las figuras 1 y 2 las estimaciones obtenidas
con y sin accion integral. Note que ambas estimaciones
son acertadas, sin embargo, se aprecia que la velocidad
de convergencia al utilizar la accién integral es mayor.
Ademads , de la figura 3 es posible concluir que existe
una mayor precisién en la estimacién obtenida con el
PI. Observe que la accién integral permite atenuar el
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error de estimacion en estado estacionario. Los resul-
tados demuestran que la metodologia propuesta es ttil
para la estimacion de estados de un sistema cadtico no
diferencialmente plano.

Note en la figura 4 que la trayectoria del sistema de
Lorenz y la del observador terminan por ser idénticas,
es decir, existe un estado de sincronizacion entre estos.
Por lo tanto, se dice que la sincronizacion y la estimacion
de estados se realiza simultaneamente.

5. CONCLUSION.

Se ha demostrado que la metodologia propuesta es
util para resolver el problema de sincronizacién tratado
como un problema de diseno de un observador de
estado para sistemas cadticos, es decir, se resuelve
simultdneamente la estimaciéon de estados y la sin-
cronizacién. Para el diseno del observador proporcional
integral se aprovecharon las caracteristicas de un sistema
no diferencialmente plano junto con algunas manipu-
laciones algebraicas. Esta metodologia no sélo puede
ser aplicada para el atractor de Lorenz, pues con una
adecuada eleccién de variables es posible emplearla para
una clase de sistemas caodticos en general. Note ademads
que el observador propuesto es un banco de observadores
y a diferencia de otros como el de Luenberger y el de
Kalman, no requiere de una copia exacta del sistema,
pues basta con conocer la salida. Se prob6 que el error
de estimacién resultante es monétonamente decreciente
y converge a cero o estd al menos ultimamente acotado.
Finalmente, se vio que la accién integral permite obtener
con mayor precisién la estimaciéon de las variables de
interés.
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