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Resumen: Este art́ıculo afronta el problema de seguimiento robusto para cierta clase de
sistemas lineales. Dado este objetivo, se propone una ley de control no lineal basada en el
enfoque de Modelo de Referencia Adaptable y Modos Deslizantes Continuos. Tal enfoque está
constituido de ganancias adaptables no lineales que proveen una velocidad de convergencia
más rápida que la exponencial y aseguran convergencia a cero del error de seguimiento. Las
pruebas de convergencia están basadas en funciones de Lyapunov. Finalmente, resultados de
simulación muestran la factibilidad del esquema propuesto.
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1. INTRODUCCIÓN

La teoŕıa de control adaptable ha recibido bastante aten-
ción en las últimas décadas, además ha tenido un impacto
significativo en términos de aplicaciones prácticas. Uno de
los principales problemas es el diseño de control robusto
en presencia de incertidumbres en el modelo que existen
en la mayoŕıa de los sistemas f́ısicos. En este sentido,
los algoritmos de control adaptable proveen estabilidad
asintótica o exponencial del sistema bajo la influencia
de ciertas incertidumbres paramétricas (véase, por ejem-
plo, Ioannou and Sun (1996), Narendra and Annaswamy
(2005) y Astolfi et al. (2008)). Una de las técnicas más uti-
lizadas es el Control por Modelo de Referencia (MRAC).
Además, en el ámbito de control robusto, es bien conocido
que la teoŕıa de control por modos deslizantes proporciona
caracteŕısticas interesantes tales como convergencia en
tiempo finito e insensibilidad, más que robustez, con res-
pecto a las perturbaciones acopladas (véase, por ejemplo,
Shtessel et al. (2014) y Edwards and Spurgeon (1998)).
En este contexto, es interesante combinar estas técnicas
de control.

En este ámbito, en Shi and Zhao (2017), se proponeun
método robusto de MRAC para sistemas lineales mejoran-
do el desempeño del transitorio, y evadiendo oscilaciones
de alta frecuencia en la señal de control sin modificar el
modelo de referencia seleccionado. En Gerasimov et al.
(2018), se aborda el problema de MRAC directo para
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sistemas lineales invariantes en el tiempo con signo desco-
nocido de la ganancia de alta frecuencia. La solución con-
sidera un modelo lineal sobre parametrizado de la regre-
sión, introduce una nueva factorización de los estimados
paramétricos, y usa una extensión dinámica del regresor
y una forma mezclada del estimador. Un controlador de
seguimiento adaptable robusto para sistemas con grado
relativo arbitrario y ganancia de alta frecuencia basada
en un esquema MRAC es propuesto en Hosseinzadeh and
Yazdanpanah (2015). Por otro lado, en Chen et al. (2016),
se plantea un MRAC indirecto para sistemas de orden
fraccionario para resolver la identificación paramétrica y
la tarea de seguimiento. En Xie and Zhao (2018), se estu-
dia el problema de MRAC utilizando la técnica H∞ para
la tarea de seguimiento del estado en sistemas conmutados
basada en múltiples funciones de Lyapunov. Además, en
Yuan et al. (2018), una ley adaptable es propuesta para
sistemas con conmutación lenta basado en un enfoque
de escape extendido, el cual no requiere conocimiento de
las cotas del conjunto incierto. En Sun et al. (2018), se
presenta el problema de seguimiento utilizando control
adaptable para sistemas no lineales sin la forma estricta
de realimentación. Se muestra que el error de seguimiento
converge a una vecindad cerca del origen en tiempo finito.
Un MRAC directo es propuesto en Guzman and Moreno
(2011), el cual provee convergencia en tiempo finito de los
errores de seguimiento e identificación paramétrica bajo
ciertas condiciones de excitación persistente. Luego, en
Chen et al. (2016), se propone un método de mı́nimos
cuadrados no recursivo para parámetros variantes en el
tiempo usando una aproximación polinomial basada en
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la expansión de Taylor con un vector regresor acotado.
En Adetola and Guay (2008), se diseña un algoritmo de
mı́nimos cuadrados no recursivo para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias y para analizar la convertibili-
dad de la matriz (condición de excitación persistente)
en ĺınea. Por otro lado, el algoritmo super twisting ha
sido utilizado para identificación paramétrica de sistemas
mecánicos en Davila and Fridman (September 2004) con-
cluyendo convergencia asintótica bajo ciertas condiciones
de excitación persistente. Recientemente, algoritmos de
identificación paramétrica en tiempo finito y tiempo fijo
han sido propuestos en Ŕıos et al. (2017) para identificar
parámetros variantes en el tiempo. En este sentido, a
pesar de ciertos trabajos que proveen convergencia en
tiempo finito, la mayoŕıa de los algoritmos propuestos
en la literatura solo proveen velocidades de convergencia
asintótica o exponencial. Es importante mencionar que
para ciertas aplicaciones, tales como electrónica de poten-
cia, robótica, y veh́ıculos aéreos no tripulados, se requiere
incrementar esa velocidad de convergencia para lograr el
objetivo de control o de identificación paramétrica.

Motivados por los resultados previos, este art́ıculo afronta
el problema de seguimiento robusto para cierta clase de
sistemas lineales inciertos a través de un enfoque de con-
trol por modelo de referencia adaptable y modos deslizan-
tes continuos (MRAMDC). Para asegurar la convergencia
a cero del error de seguimiento, ganancias adaptables no
lineales son diseñadas para garantizar una velocidad de
convergencia más rápida que la exponencial. Es impor-
tante resaltar que la dinámica del error es homogénea, en
un sentido variante en el tiempo, y basados en Ŕıos et al.
(2016a), el tiempo de convergencia será modificado por
la frecuencia de la señal de referencia. Las pruebas están
basadas en el enfoque de funciones de Lyapunov.

Este art́ıculo está organizado como se muestra a con-
tinuación. El planteamiento del problema está dado en
la sección II. El algoritmo MRAMDC y los resultados
principales se presentan en la sección III. Resultados de
simulación y las conclusiones se muestran en la sección IV
y V, respectivamente. Finalmente, algunos preliminares
y las pruebas de convergencia son pospuestas para el
Apéndice.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere la siguiente clase de sistemas lineales,

ẋ = ax(t) + bu(t), (1)

donde los parámetros a, b ∈ R son desconocidos y b 6= 0.
Sin perdida de generalidad, se asume que el signo de b
es positivo y que x = 0 es uniformemente estable, i.e.
existe una función α ∈ K y una constante positiva c,
independiente de t0, tal que ‖x(t, t0, x0)‖ ≤ α(||x0||), para
toda t ≥ t0 ≥ 0 y ‖x0‖ < c.

Se presenta el siguiente modelo de referencia:

ẋm = amxm(t) + bmr(t), (2)

donde los parámetros am, bm ∈ R son constantes conoci-
das a ser diseñadas tales que am < 0, y r : R+ → R es
una señal de referencia acotada y conocida.

Los parámetros del modelo de referencia son diseñados
tal que: a+ bkx = am, y bkr = bm, donde kx, kr ∈ R son
los valores ideales desconocidos que logran el objetivo de
control.

El propósito de este art́ıculo es diseñar la entrada de
control u tal que la dinámica del sistema (1) se comporte
como el modelo de referencia (2), con el desconocimiento
de los parámetros del sistema, en tiempo finito.

3. CONTROL ADAPTABLE USANDO MODELO DE
REFERENCIA Y MODOS DESLIZANTES

CONTINUOS

Definiendo el error de seguimiento como x̃ = x−xm y los

errores de las ganancias adaptables como k̃x = k̂x − kx y

k̃r = k̂r − kr, respectivamente. Entonces, basado en Ŕıos
et al. (2017) y Ŕıos et al. (2016a), el controlador y las
leyes adaptables propuestas están definidas como:

u = k̂xx(t) + k̂rr(t)− k1 ⌈x̃⌋
γ
, (3a)

˙̂
kx = −k2 ⌈x̃⌋

2γ−1
x(t), (3b)

˙̂
kr = −k3 ⌈x̃⌋

2γ−1
r(t), (3c)

donde k1, k2 y k3 son constantes positivas constantes,
γ ∈ (0,5, 1) y ⌈a⌋α := |a|αsign(a) para cualquier a ∈ R y
cualquier α ∈ (0, 1). La dinámica del error está dada por:

˙̃x = −bk1 ⌈x̃⌋
γ
+ bk̃xx(t) + bk̃rr(t) + amx̃, (4a)

˙̃
kx = −k2 ⌈x̃⌋

2γ−1
x(t), (4b)

˙̃
kr = −k3 ⌈x̃⌋

2γ−1
r(t). (4c)

El siguiente Teorema describe las propiedades de conver-
gencia del MRAMDC (3).

Teorema 1. Considere el algoritmo MRAMDC definido
en (3) aplicado al sistema (1). Si los parámetros del
controlador son tales que k1, k2, k3 > 0, γ ∈ (0,5, 1) y

r(t) de excitación persistente; entonces, [x̃, k̃x, k̃r]
T = 0

es Uniformemente Estable (US).

Bajo ciertas condiciones, el siguiente corolario provee
estabilidad en tiempo finito corto.

Corolario 1. Si las condiciones del Teorema 1 se satis-
facen con γ = 5/8. Entonces, [x̃, k̃x, k̃r]

T = 0 es estable
en tiempo finito corto (Short-FTS).

Todas las pruebas de convergencia se encuentran en el
Apéndice.

4. RESULTADOS DE SIMULACIÓN

Las simulaciones se llevaron a cabo a través de Matlab
Simulink con el método expĺıcito de discretización de
Euler y un tiempo de muestreo igual a 0,001.

El propósito de las siguientes subsecciones es ilustrar dos
cualidades del algoritmo MRAMDC: 1) Las propiedades
de convergencia de la dinámica del error para diferentes
valores de γ, y 2) La dependencia, del tiempo de conver-
gencia, a partir de la frecuencia de la señal de referencia.
La última propiedad está dada debido al hecho de que la
dinámica del error es homogénea en el sentido variante en
el tiempo (véase Apéndice 5.2).
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4.1 Tarea de seguimiento

Considere el siguiente sistema lineal ẋ(t) = 12x(t)+2u(t),
con x(0) = 15 y el modelo de referencia dado por ẋm(t) =
−5xm(t)+r(t), con r(t) = 3,2 cos(0,7ωt)+0,5 sin(2,4ωt)+
11 cos(,03ωt), donde xm(0) = −2 y ω = 6[rad/s]. Para
propósitos de simulación, es posible demostrar que el
valor ideal de las ganancias está dado por kx = −8,5
y kr = 0,5. El algoritmo propuesto MRAMDC se diseño
con las siguientes ganancias: k1 = 34, k2 = 5, k3 = 2 y
γ ∈ (0,5, 1). Los resultados de simulación para diferentes
valores de γ son mostrados en las Figs. 1-4. Se observa que
el tiempo de convergencia depende del valor de γ, además
el algoritmo MRAMDC provee velocidad de convergencia
más rápida que el algoritmo lineal, i.e. cuando γ = 1.
Para ilustrar mejor las propiedades de convergencia de la
dinámica del error, se define ξ = [x̃, k̃x, k̃r]

T . Entonces, la
Fig. 4 muestra el comportamiento de su norma. Basados
en los resultados mostrados en la Fig. 4, es claro que el
algoritmo MRAMDC provee la velocidad de convergencia
más rápida cuando γ = 5/8. Es importante mencionar que
las ganancias adaptables convergen al valor real debido a
la condición de excitación persistente sobre r(t).
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Figura 1. Trayectorias del sistema y del modelo de refe-
rencia.
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Figura 2. Ganancias adaptables k̂x y k̂r.
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Figura 3. Ley de control u.
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Figura 4. Norma del error ξ.

4.2 Tiempo de convergencia dependiente de la frecuencia

Consideremos la dinámica del error (4) y asuma que el
término amx̃ es visto como perturbación 1 . Entonces, la
dinámica del error “ideal” está dada por:

˙̃x = −bk1 ⌈x̃⌋
γ
+ bx(t)k̃x + br(t)k̃r, (5a)

˙̃
kx = −k2 ⌈x̃⌋

2γ−1
x(t), (5b)

˙̃
kr = −k3 ⌈x̃⌋

2γ−1
r(t). (5c)

Es claro que el sistema (5) puede ser visto como un sis-
tema variante en el tiempo y también es posible expresar
el sistema en la siguiente forma

˙̃x = −bk1 ⌈x̃⌋
γ
+ bx(ωt)k̃x + br(ωt)k̃r, (6a)

˙̃
kx = −k2 ⌈x̃⌋

2γ−1
x(ωt), (6b)

˙̃
kr = −k3 ⌈x̃⌋

2γ−1
r(ωt). (6c)

Dado que el sistema (6) es r- homogéneo, en el sentido
variante en el tiempo dado en Ŕıos et al. (2016a), con
grado d = γ−1 para [r1, r2, r3] = [1, γ, γ]. Note que d < 0
para toda γ ∈ (0,5, 1). De acuerdo al Lema 1, dado en el
apéndice, si el sistema (6) es GUS para cierta ω, entonces
la estabilidad uniforme se preserva para cualquier valor

1 Note que el término amx̃ es Lipschitz, de acuerdo a Ŕıos et al.
(2016a), las propiedades de convergencia para el sistema homogéneo
son preservadas.
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arbitrario de ω > 0. Además, la velocidad de convergencia
será escalada por ω, entonces el tiempo del transitorio
en el sistema es predefinido por la parte variante en
el tiempo, contrario al caso d = 0, i.e. el algoritmo
MRAMDC lineal cuando γ = 1, donde la velocidad de
convergencia no puede ser modificada por ω.

Los resultados de simulación, para diferentes frecuencias
de la señal de referencia r(ωt), son mostrados en las Figs.
5-6, ajustando γ = 5/8 y γ = 1, respectivamente; y
tomando k1 = 34, k2 = 5 y k3 = 2 para ambos casos.
Se tiene que resaltar que para el algoritmo MRAMDC
el tiempo de convergencia varia dependiendo de la fre-
cuencia, en cambio para el algoritmo lineal el tiempo de
convergencia es preservado para distintos valores de la
frecuencia.
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Figura 5. Norma del error ξ con γ = 5/8.
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Figura 6. Norma del error ξ con γ = 1.

5. CONCLUSIONES

Este art́ıculo aborda el problema de seguimiento para
cierta clase de sistemas lineales a través de un control
por MRAMDC. Para asegurar convergencia a cero del
error de seguimiento, se diseñan ganancias adaptables no
lineales para asegurar una velocidad de convergencia más
rápida que la exponencial. Es importante resaltar que la
dinámica del error de seguimiento es homogénea, en el
sentido variante en el tiempo, y el tiempo de convergencia
es modificado por la frecuencia de la señal de referencia.
Las pruebas son desarrolladas basadas en el enfoque de
funciones de Lyapunov.

APÉNDICE

5.1 Definiciones de estabilidad

Considere una ecuación diferenciable variante en el tiem-
po:

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ≥ t0, t0 ∈ R, (7)

donde x(t) ∈ R
n es el vector de estados; f : R+×R

n → R
n

es una función continua con respecto a x y medible con
respecto a t, y f(t, 0) = 0. Se asume que la solución del
sistema (7) para cualquier condición inicial x0 ∈ R

n en un
instante de tiempo t0 ∈ R es denotada como x(t, t0, x0)
y está definida en un tiempo finito [t0, t0 + T ) donde
0 ≤ T < ∞. Una modificación para el sistema (7) puede
ser representada como

dx(t)

dt
= f(ωt, x(t)), t ≥ t0, t0 ∈ R, (8)

para cierta ω > 0. El parámetro ω representa dependencia
de la velocidad de convergencia en el sistema o la frecuen-
cia de la parte variante en el tiempo. Una función continua
σ : R≥0 → R≥0 pertenece a clase K si es estrictamente
creciente y σ(0) = 0; pertenece a clase K∞ si además es
no acotada. Una función continua β : R≥0 × R≥0 → R≥0

pertenece a clase KL si, para cada s fija, β(r, s) ∈ K con
respecto a r, y para cada r fija, β(r, s) es decreciente a
cero con respecto a s.

Sea Ω y Ξ sean vecindades abiertas en R
n, 0 ∈ Ω ⊂ Ξ.

Definición 1. En el estado estacionario x = 0, el sistema
(7) es:

a) Estable en tiempo corto (Short TS) con respecto a
(Ω,Ξ, T 0, Tf ) si para cualquier x0 ∈ Ω, |x(t, t0, x0)| ∈ Ξ
para todo t ∈ [t0, Tf ] y para cualquier t0 ∈ [−T 0, T 0].

b) Estable en tiempo finito corto (Short- FTS) con res-
pecto a (Ω,Ξ, T 0, Tf ) si es Short-TS con respecto a
(Ω,Ξ, T 0, Tf ) y converge en tiempo finito desde Ω con el
tiempo de convergencia T t0,x0 ≤ Tf para toda x0 ∈ Ω y
t0 ∈ [−T 0, T 0].

c) Estable globalmente en tiempo finito corto (GShort-
FTS), si para cualquier conjunto acotado Ω ⊂ R

n que
contiene el origen entonces existe un conjunto acotado
Ξ ⊂ R

n, Ω ⊂ Ξ y Tf > 0 tal que el sistema es Short FTS
con respecto a (Ω,Ξ, T 0, Tf ) para cualquier T 0.

Para más detalles véase Kamenkov (1953), Lebedev
(1954), Dorato (1961) y Weiss and Infante (1961).

5.2 Homogeneidad para sistemas variantes en el tiempo

Para cualquier λ > 0 y ri > 0 con i = i, n, se define la
matriz de dilatación Λr(λ) = diag{λri}ni=1 y el vector de
pesos r = [r1, ..., rn]

T .

Para cualquier ri > 0, i = 1, n y x ∈ R
n la norma

homogénea se define como:

|x|r =

(

n
∑

i=1

|xi|
ρ

ri

)
1

ρ

, ρ =

n
∏

i=1

ri.
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Para toda x ∈ R
n, su norma euclideana |x| esta relacio-

nada con la norma homogénea

σr(|x|r) ≤ |x| ≤ σ̄r(|x|r),

para cierta σr, σ̄r ∈ K∞. La norma homogénea tiene una
propiedad importante la cual es |Λr(λ)x|r = λ|x|r para
toda x ∈ R

n. Def́ınase Sr = {x ∈ R
n : |x|r = 1}.

Definición 2. Peuteman and Aeyels (1999). La función
g : R+×R

n → R se dice r-homogénea (ri > 0, i = 1, n), si
para cualquier x ∈ R

n y t ∈ R la relación g(t,Λr(λ)x) =
λdg(t, x), se satisface para cierta d ∈ R y toda λ > 0.

Definición 3. Peuteman and Aeyels (1999). La función
f : R

n → R
n es llamada r-homogénea (ri > 0, i =

1, n), si para cualquier x ∈ R y t ∈ R la relación
f(t,Λr(λ)x) = λdΛr(λ)f(t, x), se satisface para cualquier
d ≥ mı́n1≤i≤n ri y toda λ > 0.

Lema 1. Ŕıos et al. (2016a). Sea el sistema descrito
en (7) r-homogéneo con grado d 6= 0 y global uniforme
asintóticamente estable (GUAS) en el origen, i.e., existe
alguna función β ∈ KL tal que |x(t, t0, x0)|r ≤ β(|x0|r, t−
t0), para toda t ≥ t0, para cualquier x0 ∈ R

n y cualquier
t0 ∈ R. Entonces, el sistema (8) es GUAS en el origen
para cualquier ω > 0 y |xω(t, t0, x0|r ≤ βω(|x0|r, t − t0),
∀t ≥ t0 para cualquier x0 ∈ R

n y cualquier t0 ∈ R, donde
βω(s, t) = ω1/dβ(ω−1/ds, ωt).

El tiempo del transitorio para sistemas homogéneos va-
riantes en el tiempo es predefinido por la parte variante
en el tiempo. Entonces, esta clase de sistemas con grado
d 6= 0 preserva la estabilidad uniforme para una arbitraria
ω > 0 y es posible demostrar que la velocidad de conver-
gencia puede ser modificada por ω.

La siguiente clase de funciones es introducida para ζ ∈ K
y δ > 0:

Lm
ζ,δ = {d : R → R

m : |d(s)| ≤ ζ(s) ∀s ≥ 0;

∃r > 0 : d(s) = 0, ∀|s| ≥ τ ; máx{|d1|, |d∞|} ≤ δ},

donde |d1| =
∫∞

−∞
|d(t)|dt, |d|∞ = supt∈R

|d(t)|.

Corolario 2. Ŕıos et al. (2016b). Sea el sistema definido
en (8) que posee una función de Lyapunov V : R ×
Ω → R+, donde 0 ∈ Ω ⊂ R

n es una vecindad abierta
del origen, tal que para toda x ∈ Ω y t ∈ R

α1(|x|) ≤ V (t, x) ≤ α2(|x|), α1, α2 ∈ K∞,

V̇ (t, x) ≤ −αV η + k(ωt)V η, α > 0, η ∈ (0, 1),

para una función continua k : R → R, k(0) = 0.
Entonces, para cualquier T 0 > 0 existe una ω0 > 0 tal que
para |ω| ≤ ω0 el sistema (8) es Short- FTS con respecto
a (Ω,Ξ, T 0, Tf ) para cierta Ω ⊂ Ξ ⊂ R

n y Tf ≥ T 0. Si
Ω = R

n y k(t) es periódica, entonces existe una ω0 > 0
y δ > 0 tal que para k ∈ L1

ζ,δ, ζ(s) = sup|t|≤s k(ω0t) el

sistema (8) es GShort-FTS.
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